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Capitulo 1

Inferéncia Estatistica

1.1 Introducao

A 4rea de estudo sobre inferéncia estatistica consiste no conjunto de métodos utilizados para que
seja possivel tomarmos decisdes ou retirarmos conclusoes acerca de uma populacao. Este métodos
utilizam a informacao contida numa amostra seleccionada da populacao.

A inferéncia estatistica pode ser dividida em duas grandes dreas: estimacdo de parametros e testes
de hipoteses. Como exemplo de um problema sobre estimacao de parametros, suponhamos que um
engenheiro pretende analisar a resisténcia de uma componente usada no chassis de um automovel.
Uma vez que é natural que a resisténcia seja varidavel de componente para componente, isto devido a
diferencas que podem ocorrer nos materiais e no processo de fabrico de cada componente assim, como
nos métodos de leitura da respectiva resisténcia, o engenheiro estd apenas interessado em estimar a
resisténcia média deste tipo de componentes. Na pratica, o engenheiro ird utilizar os dados de uma
amostra de resisténcias para calcular um nimero que de algum modo serd um valor razodvel (ou uma
predigao) da verdadeira resisténcia média. Este ntmero é denominado estimativa pontual. Veremos
mais tarde que é possivel estabelecer a precisao desta estimativa.

Consideremos a situacao em que duas diferentes temperaturas de reaccao, digamos ¢; e to, podem
ser utilizadas num processo quimico. Um engenheiro conjectura que com t; produzird maiores resul-
tados que com ty. O teste de hipdteses estatisticas é uma ferramenta que permite resolver questoes
deste tipo. Neste caso, a hipdtese sera que o resultado médio quando usada a temperatura t; é maior
que o resultado médio quando usada a temperatura to. Repare que nao é dado énfase a estimagao dos
resultados; em vez disso, a atencao ¢é dirigida para a conclusao que se pode retirar acerca da hipdtese
formulada sobre os resultados médios.

Comecemos por definir amostra aleatéria, conceito fundamental na inferéncia estatistica. Mais
tarde veremos o conceito de estimador e estimativa de um parametro, e finalmente iremos calcular a
precisao da estimativa de um parametro usando um intervalo de confianca.

1.2 Populacao e amostra aleatoria

1.2.1 Populacao

Exemplo 1.1 Consideremos o conjunto de alunos da FCT/UNL e a informag¢ao acerca do ano de
licenciatura em que encontram. Admitamos que 40% dos alunos estao no 1° ano, 30% estio no 2°
ano, 20% no 3° ano e 10% no 4° ano. Se formos escolher um aluno ao caso e registarmos o seu
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ano de licenciatura, entdo poderd ocorrer um valor X =ano de licenciatura, com a sequinte fun¢do de
probabilidade

1 2 3 4
X{ 0.4 03 02 0.1

Se o objectivo for estudar o ano de licenciatura em que se encontram os alunos da FCT/UNL, esse
objectivo consiste em estudar a v.a. X.

Esse estudo poderd consistir na estimacao da funcdo de probabilidade de X ou, por exemplo, na
estimacgdo do ano esperado de licenciatura de um aluno, ou na estimacdo do desvio padrao de X, ou
na estimacao do ano de licenciatura em que se encontram pelo menos 80% dos alunos, etc.

No fundo o estudo incide sobre a v.a. X ou seja sobre a populagao X de ano de licenciatura dos
alunos da FCT/UNL.

Definicao 1.1 Uma populagao consiste na totalidade das observagdes do fendmeno em estudo.

Em cada problema, a populagdo pode ser pequena, grande ou infinita. O ntmero de observagoes
na populagao é designado por dimensdo da populacdo. Por exemplo, o nimero de garrafas nao com-
pletamente cheias produzidas por dia numa companhia de refrigerantes é uma populagao finita. As
observacoes obtidas por medicao do nivel diario de mondxido de carbono é uma populacao infinita.

A estatistica dedica-se ao estudo da populacao, ou seja ao estudo da reparticdo de probabilidades
dos seus valores. Se representarmos por X o conjunto dos valores da populacao, estudar X sera
estudar a sua reparticao de probabilidades, portanto serd estudar as caracteristicas probabilisticas de
uma v.a. X, ou melhor dizendo sera estudar a distribuicao de uma v.a. X.

Esse estudo poderd passar pela estimagao da prépria funcao de distribuicao de X, ou pelo estudo
do valor do parametro de uma certa funcao de distribuicdo que se admite ser a mais correcta para X.

Por exemplo, um engenheiro pode considerar que a populacao das resisténcias de um elemento
do chassis tem distribuicio normal com valor médio u e varidncia o2. (Quando consideramos este
pressuposto, dizemos que temos uma populagdo normal ou uma populagdo normalmente distribuida.)
O seu objectivo é agora estimar a resisténcia média p desse elemento do chassis.

1.2.2 Amostra

Na maioria da situacoes, é impossivel ou impraticavel observar a totalidade da populacao. Por
exemplo, nao poderiamos estudar a resisténcia do elemento do chassis, considerando toda a populacao,
porque isso seria demasiado demorado e dispendioso. Além do mais, alguns (por ventura todos) desses
elementos nao existiriam ainda, no momento em que queremos tirar uma conclusao acerca da sua
resisténcia média.

Portanto, vamos apenas seleccionar alguns elementos da populacdo, e com o estudo das carac-
teristicas destas observagoes, tirar ilacgoes sobre as caracteristicas de toda a populacao.

Ficamos dependentes de um conjunto de observagoes da populagao, para podermos tomar decisoes
acerca dessa mesma populacao.

Definicao 1.2 Uma amostra ¢ um conjunto de observacoes seleccionadas ao acaso de uma pop-
ulacao.

Exemplo 1.2 Admitamos que para estudar X =ano de licenciatura dos alunos da FCT/UNL, se
recolheu uma amostra de anos de licenciatura de 50 alunos. Destes, 22 estao no 1° ano, 14 no 2°
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ano, 10 no 8° ano e 4 no 4° ano. O conjunto de frequéncias relativas desta amostra constitui uma
estimativa da funcdo de probabilidade de X.

Valores amostrais 1 2 3 4 | Total
Frequéncia absoluta | 22 14 10 4 50
Frequéncia relativa | 0.44 0.28 0.20 0.08 | 1.00

Se fossemos analisar a totalidade dos alunos da FCT/UNL, obteriamos

1 2 3 4
X{ 0.4 03 02 0.1

Figura 1.1: Funcao de probabilidade da populagao e da amostra
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Para que as nossas inferéncias sejam vélidas, a amostra deve ser representativa da populacao.
E por vezes tentador, seleccionar as observacoes de um modo que seja cémodo ou aplicar critérios
na sua escolha. Estas atitudes podem introduzir uma tendéncia na amostra provocando estimativas
sub-avaliadas ou sobre-avaliadas. Para evitar estes problemas, é desejavel seleccionar uma amostra
aleatdria de acordo com um mecanismo de escolha ao acaso. Assim sendo, a seleccdo de uma amostra
deve ser resultado de uma experiéncia aleatoria e cada observagao dessa amostra é entao um valor ob-
servado de uma variavel aleatoria. O modo como se distribuem as observagoes na populacao determina
a fungao de distribuicao desta varidvel aleatéria.

Exemplo 1.3 Se de facto a fun¢do de probabilidade de X é

1 2 3 4
X{ 0.4 03 02 0.1

entao serd escolhido um aluno de 1° ano com probabilidade 0.4, um aluno do 2° ano com probabilidade
0.3, etc.

Importa agora falarmos do conceito de amostra aleatoria. Para definirmos uma amostra aleatéria,
seja X uma variavel aleatoria que representa o resultado da seleccao de uma observacao da populacao.
Seja F a funcao de distribuicdo de X. Suponhamos que cada observacao da amostra é obtida de
modo independente, e nas mesmas condicoes. Isto é, as observacoes da amostra sao obtidas como
se observassemos X, independentemente e sob as mesmas condigoes, por n vezes. Seja X; a varidvel
aleatdria que representa a i-ésima réplica. Entao X1, Xo, ..., X,, constituem uma amostra aleatoéria e
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os valores que se obtém por concretizagao desta amostra aleatéria sao representados por x1,x2, ..., Ty.
As varidveis aleatdrias que constituem a amostra aleatéria sdo independentes e tém todas a mesma
funcao de distribuicao F, uma vez que se admite que cada observacao da amostra é obtida nas mesmas
condigoes.

Exemplo 1.4 Se no estudo de X = ano de licenciatura dos alunos da FCT/UNL, optissemos por
seleccionar uma amostra de 3 alunos, entdo X, representa o ano de licenciatura do 1° aluno que
viermos a seleccionar. Claro que, se a fun¢do de probabilidade de X for

1 2 3 4
X{ 04 03 02 0.1

entao este o ano de licenciatura deste 1° aluno terd funcao de probabilidade

1 2 3 4
Xl{ 04 03 02 0.1

O ano de licenciatura do 2° aluno que viermos a seleccionar terd funcdo de probabilidade

1 2 3 4
XQ{ 04 03 02 0.1

e o ano de licenciatura do 3° aluno que viermos a escolher terd fungdo de probabilidade

1 2 3 4
X3{ 04 03 02 0.1

Se a escolha destes 8 alunos for perfeitamente casual, entdo X1, Xo e X3 sao v.a.’s independentes
e todas igualmente distribuidas.

Admitamos que, apds a escolha dos alunos, se observaram os valores x1 =2, x9 =1 e xg = 1. Isto
significa que a amostra aleatdria (X1, Xo, X3) foi concretizada na amostra observada (x1,x2,3) =
(2,1,1).

Definicao 1.3 As varidveis aleatorias (X1, Xo,...,X,) constituem uma amostra aleatéria de di-
mensao n, se

(a) X1, Xa,..., X, sao varidveis aleatorias independentes;

(b) X1,Xo,..., X, sdo varidveis aleatdrias com a mesma funcao de distribuicao.



Capitulo 2

Estimacao Pontual

2.1 Estatisticas

Muitas vezes o propésito da recolha da amostra consiste em obtermos informacao acerca do valor
dos parametros da distribuicdo da populagdo, caso tenham valor desconhecido. Essa informagao é
obtida por estimacao dos parametros, ou seja pela utilizacao de estatisticas adequadas ao tipo de
parametros em causa.

Por exemplo, o engenheiro ao considerar que a populacao das resisténcias de um elemento do
chassis tem distribui¢do normal, s6 pretende saber algo acerca da resisténcia média do elemento do
chassis, por isso sé pretende estimar o valor médio p desta distribuicao normal. Precisa neste caso de
uma estatistica para estimar pu.

Suponhamos, por exemplo, que pretendemos chegar a uma conclusao acerca da proporgao de
pessoas em Portugal que preferem, uma marca de refrigerante, em particular. Representemos por
p o valor desconhecido desta proporcao. Sendo impraticavel interrogar todos os portugueses para
determinarmos o verdadeiro valor de p, vamos inferir o seu valor a custa de uma amostra (de tamanho
conveniente) e usando a propor¢ao observada p, de pessoas que nesta amostra preferem aquela marca
de refrigerante.

A proporcao amostral, p, é calculada dividindo o ntimero total de individuos da amostra que
preferem a marca de refrigerante, pelo total de individuos na amostra (dimensdo da amostra). Assim
sendo, p é uma funcao dos valores observados na amostra. Mas como é possivel seleccionar muitas e
variadas amostras de uma populagao, o valor de p poderd variar de amostra para amostra. Isto é, p é
uma variavel aleatéria a que se d4 o nome de estatistica.

Definicao 2.1 Uma estatistica é uma func¢do das varidveis de uma amostra aleatoria.

Veremos mais tarde, outros exemplos importantes de estatisticas. Uma vez que uma estatistica é
uma varidvel aleatodria, necessariamente terd uma funcao de distribuicdo. A essa funcao de distribuicdo
é dado o nome de distribuicao de amostragem da estatistica. A nogao de distribuicao de amostragem
¢ muito importante e serd abordada em todos os capitulos e sec¢oes futuras.

Uma aplicacao muito importante da estatistica consiste na estimacdo pontual de parametros tais
como o valor médio de uma populagao ou como a variancia de uma populacao. Quando se discutem
problemas de inferéncia estatistica sobre parametros de uma populacao é conveniente representar de
um modo especial esses mesmos parametros. Como tal é usual representd-los por uma letra grega.
Por exemplo, p para o valor médio de uma populagdo, o para o desvio padrao de uma populagao.
O objectivo da estimagao pontual de um parametro 6, consiste na atribuicao de um valor numérico,
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baseado na informacao da amostra, que seja um valor plausivel para o parametro 6. Esse valor
numérico sera usado como estimativa pontual do parametro.

Em geral, se X é uma populagdo com funcao de distribuigao F, caracterizada por um parametro
0 de valor desconhecido, e se X1, Xo,..., X, é uma amostra aleatéria de dimensao n da populacao X,
entdo a estatistica © = h (X1, Xa, ..., X,,) é denominada estimador pontual de 6. Repare que © é uma
variavel aleatéria, porque é funcdo de varidveis aleatérias. Apds uma amostra ter sido seleccionada,
© toma um valor numérico particular 8 chamado estimativa pontual de 6.

Definicao 2.2 Uma estimativa pontual do parametro 6 de uma populag¢dao é um inico valor numérico
0 de uma estatistica ©.

Exemplo 2.1 Regressemos ao exemplo do ano de licenciatura dos alunos da FCT/UNL.
Suponhamos que queriamos saber qual o ano médio de licenciatura em que se encontram estes
alunos.
Se analisissemos toda a populagao, saberiamos que X tem func¢do de probabilidade

1 2 3 4
X{ 04 03 02 0.1

e portanto saberiamos que
u=FE(X)=1x0442x03+3%x02+4x01=27ano

Mas de facto, o que conhecemos é a amostra

Valores amostrais 1 2 3 4| Total
Frequéncia absoluta | 22 14 10 4| 50

Como tal podemos, quando muito apresentar uma estimativa pontual de p, usando a estatistica

1 &
X:n;Xi.

50
1 96
T = 5—E 1><22—|—2><14—|—3><10+4><4) %:1.92an0

2.2 Exemplo de estatisticas

De entre os muitos parametros que caracterizam uma populacao, ou dito de outra forma, que
caracterizam a funcao de distribuicao da variavel aleatoria X que representa uma populacao, os mais
comuns sao os parametros que correspondem ao valor médio e & variancia da populacao (ou de X).
Por esta razao, apresentamos os estimadores mais comuns (e melhores de acordo com certos critérios
estatisticos fora do nosso ambito de estudo) para o valor médio e para a variancia de uma populagao.
Consideremos (X1, X2, ..., X,) uma amostra aleatéria de X.

Estimador do valor médio 1 de uma populagao X

— 1< Xi+Xo+...+X
X:EZXz: 1 2 n

n
1=1
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Estimador da variancia ¢° de uma populacao X

n =<\ 2 =<\ 2 <\ 2
s 1 e (N -X)TH (X)L (X - X)
S _n—li;(X’ X) =

n—1

que também pode ser escrito e calculado por

1 = 2 1 2
2 2 2 2 2
ot () ) = (e om)
1=
Estimador do desvio padrao ¢ de uma populacao X
S=+Vs?

As estimativas pontuais destes parametros, representar-se-ao por T, s

2 ¢ s, respectivamente.
Estimador da proporc¢ao (ou probabilidade) p de realizagdo de um acontecimento A
Se numa amostra de dimensao n, se observa K vezes o acontecimento A, o estimador de p é

K

p- X
n

2.3 Estimacao pontual do valor médio ;= F (X) da populagcao X

Admitamos que a populagao X tem um valor médio u = E (X) (desconhecido) e uma variancia

0? =V (X). Face a uma amostra aleatéria (X1, Xo, ..., X,) da populacio X, podemos estimar o valor

médio u através do estimador

Contudo os valores de X dependem directamente da amostra aleatéria (X1, Xo, ..., X,,). Assim X é
uma variavel aleatéria e portanto sofrerda de uma certa variabilidade. E desejavel que essa variabilidade
seja pequena de modo a que tenhamos algumas garantias de que os valores das estimativas de u, X,
nao se afastem muito do verdadeiro valor de .

Para medirmos a variabilidade de uma qualquer varidavel aleatéria ja sabemos que podemos usar
a variancia dessa mesma varidvel aleatéria. Assim para medirmos a variabilidade de X, podemos
considerar a sua variancia, V' (Y), que passamos a determinar.

Se (X1, Xa,...,X,) é a amostra aleatéria que nos daré a informacao para o calculo de X, entdo
sabemos que X1, Xo, ..., X,, sao varidveis aleatérias independentes e todas com a mesma distribuicao,
distribuigao essa que serd a distribuicao da populagao X em estudo.

Assim sendo, sabemos que X1, Xs,..., X, sdo varidveis aleatdrias independentes e todas com o
mesmo valor médio E (X;) = E (X) = p e a mesma variancia V (X;) = V (X) = 2. Como tal

n 2

— 1 — 1 1 « no? o
=1 i=1

=1

Consequentemente, a variabilidade de X é dada por o2 /n.
Quando pretendemos dar a conhecer a precisao associada a um determinado estimador, devemos
indicar a variabilidade desse estimador, mas essa variabilidade deve ser expressa na mesma escala
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de medicao que a associada ao estimador. Por exemplo, se estamos a estimar a altura média dos
habitantes de um pais e a escala de medicao escolhida sdo centimetros, entao a indicacao sobre a
variabilidade das estimativas da altura média também deve ser fornecida em centimetros. Em resumo,
a variabilidade de um estimador deve ser expressa através do desvio padrao desse estimador, e a que
se da o nome de erro padrao do estimador e se representa por SFE.

No caso do estimador X do valor médio u da populacdo X, a precisao deste estimador é dada pelo
respectivo erro padrao, ou seja por

_ p— o2 o
SE (X)=4/V(X)=14/—=—.
)=V =% -7
Se a variancia da populacio 02 = V (X) tiver um valor desconhecido, nio podemos conhecer o

valor do erro padrao. Neste caso, podemos aceder a um valor estimado do erro padrao, substituindo
o2 pelo seu estimador S2, e obter desta maneira o erro padrdo estimado, SE*

S
vn'
Sobre o estimador X do valor médio pu, terd ainda interesse saber algo sobre o seu valor médio.
Determinemos entao o valor médio de X.

— 1 & 1 @ 1 & np
E(X)zE(n;Xi):n;E(Xi):n;,u:n:,u.

Este resultado permite-nos dizer que se considerassemos todas as amostras de dimensao n que é
possivel seleccionar de uma populacao, e para cada uma delas determinassemos a respectiva média, o
conjunto formado pelos valores de todas essas médias tem um ponto de equilibrio que coincide com o
ponto de equilibrio da populagao (e que sabemos ser u = E (X)).

SE* (X) =

Exemplo 2.2 O numero de defeitos num painel metdlico usado na construcao de automdveis tem
distribuicao de Poisson. Seleccionada uma amostra do n° de defeitos em 10 paineis, obteve-se os
sequintes valores: (2,7,15,8,7,6,3,7,3,4).

Se pretendermos estimar o pardmetro da distribuicdo da populacao, como sabemos que esta €
Poisson e o parametro da distribuicdo de Poisson coincide com o wvalor médio desta distribuicdo,
entdo o problema resume-se a estimacdo do valor médio da populacao.

Assim, para a amostra obtida, a estimativa do pardmetro serd:

247+15+8+7+6+3+7+3+4 62

ou seja, estimamos que seja de 6.2 o n° médio de defeitos por painel.

Quanto ao erro padrao da nossa estimativa, como a variancia da populacao é desconhecida, quando
muito podemos adiantar um erro padrdo estimado.

A wvariancia amostral, € calculdvel por

10
Y af =224 7P+ 15° + 8 + 77 4+ 67+ 3% + 47 =510
=1

125.6

E (510 — 10 x 6.2%) =

= 13.
T 3.95555(5)
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pelo que o erro padrdo estimado € de

2
SE* (T) = + f—o — 1.181336343.

Podemos interpretar estes resultados, dizendo que o n° médio de defeitos por painel € estimado em
6.2 com uma margem de erro de mais ou menos 1 defeito por painel.

2.4 Meétodos para determinacao de estimadores

2.4.1 Método dos momentos

Definicao 2.3 Dada uma populacdo X e r € N, define-se momento centrado de ordem r, por
w=E[X-E(X)), reN.

(Repare que: = B[(X — E(X))]' = E(X)—E(X) = 0 e que po = E[(X — E(X))* = V (X).)

Dada uma amostra aleatéria (X1, Xo, ..., X,) da populagdo X, para estimador de p, considere-se
1< o
Mrzn;(Xi—X) , reN
1=

designado por momento amostral centrado de ordem r.

Se X é uma populagao cuja distribuicao depende de k parametros, 01,602, ..., 0k, o seu valor médio
E (X) e os seus momentos centrados sao fungao destes k parametros:

E(X):w1(017027--'76k)7 M’I‘Zw’r‘(617027"'70k)7 7":2,3,....
O método dos momentos consiste em:

A Construirmos um sistema de k equagoes onde igualamos aqueles momentos da populagao aos
respectivos estimadores,

E(X):X ¢1(91,92,...,9k):X
po = Mo o (01,02,...,0p) = M,
pz = M3 o P3(01,02,...,0,) = M3

i = My, Uy (01,02, ...,0;) = M,

B Resolvermos o sistema de equacoes em ordem as incognitas 61,60, ..., 0.

Admitindo que o sistema tem uma tinica solucao, digamos 07,653, ..., 0}, dizemos que 607,05, ...,0;
sao os estimadores dos momentos dos parametros 61,05, ..., 05, respectivamente.

Propriedade de invariancia dos estimadores dos momentos: Se §* é um estimador dos momentos
de 0 e h(#) é uma fungao biunivoca de 6, entao h (6*) é um estimador dos momentos de h (6).
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Exemplo 2.3 Seja (X1, X2,...,Xn) uma amostra aleatoria de uma populagao X com distribui¢ao
U (a,b). Determinemos os estimadores de momentos a* e b*, dos parametros a e b.
b b—a)?
Como sabemos, se X ~ U (a,b), entao E (X) = ot ey =V(X)= (1;). Assim
E(X)=X b = X L[ a=X—V30L,
V(X) =M, 0—0)® _ pp, b=X + /3 M
1 <& _\9 n—1 1 “ SN 2 n—1 o
Repare queMQZEZ(Xi_X) —— ' (Xi—X) = S°.
i=1 i=1
_ 1
a* =X — 3(n—1) S
Os estimadores de momentos para a e b sao, respectivamente 37 n D
b =X g
n

2.4.2 Meétodo da maxima verosimilhanga

O método da maxima verosimilhancga da origem a estimadores com mais qualidade do que os esti-
madores dos momentos. Contudo é frequente os dois métodos possibilitarem os mesmos estimadores.

Para a explanacao deste método é obrigatério conhecer a funcao de verosimilhanca e entender o
seu significado. E também necessdrio entender o principio associado a este método. Neste sentido,
comegamos por explorar um exemplo.

Exemplo 2.4 Considere X € uma populagdo com distribuicao Binomial de parametros (2,1/4). A
sua funcdo de probabilidade é:

0 1 2
X { 9 6 1
16 16 16

Assim podemos dizer que ao seleccionarmos uma observacdo de X, o valor mais provdvel de ser obtido
éex=0.

Suponhamos agora que a probabilidade de sucesso, 0, pode assumir valores 6 = 1/4 ou § = 1/2.
No quadro sequinte apresentamos a funcao de probabilidade de X para os dois valores de 0:

T 0
P(X=zl0=1/4) &
P(X=z|0=1/2)

H
pol—5 oy =
»M»—\;‘»—A ()

1
7]

Quando se selecciona uma observacao de X e o resultado é x = 1, partindo do principio de que se
obtem este valor porque € o mais provdvel de ser observado, entdo 0 deverd ser igual a 1/2 porque

P(X=1|=1/2)>P(X=1]|0=1/4).

Admitamos por fim que a probabilidade de sucesso € 0 e que ndo se conhece o seu valor. X terd
distribuicao Binomial de parametros (2,0) e a sua fungdo de probabilidade é

2
f(@18) = P(X = 2]0) = < )em_a)“, r=0.1,2 0<f<1.
T
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Se novamente obtivermos x = 1 na seleccdo de uma observacdo de X, e repetindo o principio de que
se obtem este valor porque € o mais provdvel de ser observado, entdo 0 deverd ser o valor que torna
maxrima a
P(X=1|)=20(1—-0), 0<6<1.
d d? .
Como @29(1—9) =02(1-20)=0=60=1/2e —20(1—0) = -4 <0, entao P(X =10)

db?
tem valor mdzimo para § = 1/2.

Continuemos a considerar o caso da probabilidade de sucesso 0 ter um valor desconhecido e admi-
tamos que se selecciona uma amostra de duas observagoes de X. Sendo (X1, X2) a amostra aleatdria
associada e se a amostra observada foi (2,1), entdo a sua probabilidade de realiza¢ao é

L#;(2,1) = PX1=2Xo=1[0)=P(X;=2[0)P(Xa=11]0) =
porque X1 e Xo sdo independentes
= P(X=2|0)P(X=110) = f(210) 5 (1]0) =
porque X1 e Xo tém a mesma distribuicio que X
= \0,2_, 20 (1 —6) =26%(1—0)
P(X=2/0) p(x=1/9)

A fungao L (0;(2,1)) € designada por funcao de verosimilhanca da amostra (2,1).

Mantendo o principio de que a amostra (2,1) foi seleccionada por ser a mais provdvel, entdo o
valor de 0 serd o valor que corresponde ao mdzrimo da fungdo de verosimilhan¢a da amostra (2,1).
Teremos entao de determinar o valor de 6 correspondente ao:

L(6:(2,1)) = 203 (1 —0).
01252(1 (05(2,1)) 01232(1 ( )

Uma vez que %L(Q;(Zl)) =0« %203(1—9) =0 20%(3-40) =0 < 0 = 3/4 e que
d2

L (6;(2,1)) |p=3/4 <0, entio 6 = 3/4.

Generalizemos agora este exemplo e consideremos que se seleccionam ao acaso e com reposicao m
observagoes da populagao X ~ B (2,0). Sendo (X1, Xo,...,X,) a amostra aleatdria associada a essas
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selecgoes, a probabilidade de ser observada a amostra (x1,xa,...,T,) é:
L(0;(x1,29,...,2p)) = P(Xi=zx;;Xo=uz0;...;Xp=2,[0) =
= P(Xlzﬂjl‘a)XP(X2:$2|9)X...XP(Xn:.’En‘a):

~
porque X1,...Xyn sdo independentes

= P(X=a10) x P(X =22]0) X ... x P(X = 2,]0) =

~
porque X1,...Xyn tém a mesma diistribuicdo que X

= Hf (z:10) :ﬁ( )9% (1-6)>" =

=1
n

L

considerando T = — E T;
n

=1
n 9 B B
_ nT _ n(2—7)
= H (x)e (1-9)
=1
Assim, a fungdo de verosimilhanga de uma amostra (x1,x2,...,2Ty) da populagcio X ~ B(2,0) é
n 9 B B
L(0;(z1,... 20)) = H( > T (1—0)"* D 0<6<1, z;€{0,1,2},i=1,...,n
LLA 2,
i=1

A=A((z1,..52n))
= APT(1-0)"* D 0<6<1, z;€{0,1,2},i=1,...,n

Pelo principio da mdzima verosimilhanga, a amostra (x1,...,2,) foi observada por ser a mais
provavel. O wvalor de 0 que permitiu que ela fosse a mais provdvel €, o valor de 8 que mazimiza a
fungdo de verosimilhanga de uma amostra (x1,z2,...,x,). Assim, 0 terd um valor 0y tal que:

L (0o; (z1,...,2,)) = max L(0;(z1,...,2y))
0<6<1

Recorrendo aos conhecimentos de Andlise Matemdtica, 0y serd o valor de 6 que satisfaz:

d d?

L(0;(x1,...,20)) o=, =0, 0<O<1 e L (6p; (x1,...,2n)) <O

de a0
Contudo, a fungao de verosimilhan¢a da amostra (x1,22,...,Ty) nao € mais do que um produto
de termos nao negativos, pelo que
n n
L(0;(x1,...,x H X=u;0) =[] f(@il6) >0, 0<6<1, z€{0,1,2},i=1,...,n

i=1

Pela monotonia da funcao logaritmo neperiano e por o logaritmo do produto ser igual ¢ soma dos
logaritmos, encontrar o valor de 6 que mazimiza L (0;(x1,...,zy)) € equivalente a determinar o valor
de 0 que maximiza a funcao log-verosimilhnga da amostra (x1,...,T,),

1(6; (x1,...,20) = InL(0;(x1,...,2,)) =1In (HP(X:xﬂH)) =1In (Hf@@)) =
1=1 1=1
= > Inf(z0),
=1
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isto €, o valor Oy tal que:

d d?
@1(9;(.T1,...,:L’n))‘9:90:0, 0<b<l e Wl(@g;(azl,...,xn))<0

Segquem-se o0s cdlculos para este exemplo:

n 2 _ —
L(0; (a1, 7)) = Il<m) 0T (1-0)"* P, 0<0<1, we{0,1,2},i=1....n
=1
A;A((wl,...,xn))

= AT (1-0)"*T 0<h<1, x;€{0,1,2},i=1,....n

1(0;(x1,...,2n)) = WnL(O;(x1,...,2,)) =InA4+nTInl+n(2—-7)In(1—0)
d nt n(2-7) T
—1 (6, =0 & ———=0&0==
ag' 05 @1 vam)) 6 1-90 2
d? T 2-7
ﬁl(@ﬂ,(l’l,...,xn)) = —Nn (02+(1_0)2> ’ :% <0
Para uma amostra (x1,...,x,), o valor 8 que maximiza a func¢ao de verosimilhanca é 0y = g
Para uma amostra aleatoria (X1,...,X,) da populagao X ~ B (2,0) o estimador de mdzrima

b

. A - 1
verosimilhanca de 0 € 6 = 5 com X = - Z; X;.
P

Funcgao de verosimilhanca
Passamos agora a apresentar a definicao de funcao de verosimilhanca.

Definicao 2.4 (Fungao de verosimilhanca)

Seja X uma populacdo cuja distribuicao depende do conhecimento do valor de um parametro 6. Para
uma amostra aleatoria (X1, Xa, ..., X,) da populagio X, a funcao de verosimilhanca de uma amostra
observada (x1,22,...,xy,) €:

L(0;(21,...,20)) = Hf(a:i\ﬁ)

sendo:
1. f(x]0)=P(X ==x10), a funcao de probabilidade de X quando X €é uma populagao discreta;

2. f(x1]0) a fungao densidade de probabilidade de X, quando X é uma populagdo absolutamente
continua.
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Exemplo 2.5 Considere X uma populagdo com distribui¢ao N (u,4). Relembre que a fungao densi-
dade associada a distribuicao de X é:

1

= —3(@—p)*
€T = e s , eR, zeR.
f<m)2%ﬁ 7
Para uma amostra (x1,xa,...,2z,) de X,
X - 1 1 2
L = L(w(z1,...,2n)) = T = e slTi—p)® —
() (s (1 ) gf(m)llw%

1 " 1 n 2
— —§ i1 (@i—p) . P
= e 84 , eR, zx;eR, ¢1=1,...,n.
(2@) H :

Vimos também no exemplo 2.4, a importancia da funcao log-verosimilhanca. Assim,

Definicao 2.5 (Fungao de log-verosimilhanca)
Seja X uma populacdo cuja distribuicao depende do conhecimento do valor de um parametro 6. Para
uma amostra aleatoria (X1, Xo,...,Xy) da populagio X, a fungao de log-verosimilhanca de uma

-

amostra observada (x1,xa,...,x,) €
L(0;(z1,...,2n)) =InL(6;(x1,...,25)),

definida para os valores L (0; (x1,...,xy)) > 0.

Exemplo 2.6 Na continuacdo do exemplo 2.5,

L) = zm;(m,...,zn)):ln( SESLE i eR, meR, i=1,...n

1 n
e
2/ 271')
n

Z(ﬂci—u)2, peER, z,eR, i=1,...,n.
i=1

= —nln (2\/%) — %

Estimador de maxima verosimilhancga

Seja X uma populacao cuja distribuicao depende de um parametro 6 com valor desconhecido.
Ao seleccionarmos n observacoes (ao acaso e com reposicao) de X, com resultados (z1,...,%,), a
funcao de verosimilhanca desta amostra é:

n

L(0; (z1,... xn)) = [ [ £ (2:10)

i=1
e corresponde a:
1. probabilidade da amostra aleatéria (Xi,...,X,) da populagdo X se concretizar na amostra
(T1y. .y xp);
2. funcao densidade conjunta da amostra aleatéria (X7, ..., X,) da populagdo X para a amostra

observada (z1,...,2y,).
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O principio da maxima verosimilhanca estabelece que a amostra (z1,...,2,) é a mais provavel de
ser observada pelo que 6 devera ter um valor que corresponda ao maximo de L (6; (z1,...,zy)).

Assim, encontrar o estimador de méaxima verosimilhanca de 6 serd determinar o valor 6 de 6 que
torna maxima a funcao de verosimilhanca, para qualquer amostra (Xi,...,X,).

A funcado de verosimilhanga, L (0;(z1,...,2,)), deverd ser encarada como funcao de 6 e, caso
admita derivada para todos os valores de 8, encontrar o seu maximo corresponde a determinar o valor
Ay que satisfaz:

d d?

@L (9; (1‘1, - ,xn)) |9:90 =0 e WL ((9; (.731, R ,In)) ‘9:90 <0 (2.4.1)
No final deste processo, 6y serd fungao da amostra (x1,...,x,), isto é g =T (21, ..., Ty).
O estimador de maxima verosimilhanca de 6 é entdo § = T (X1,...,Xn).

Para efeitos praticos, e uma vez que a funcao logaritmo é uma aplicacao mondtona crescente, o
processo 2.4.1 de determinacao do méximo da fungéao de verosimilhanga é equivalente ao processo de de-

terminagao do maximo da fungao log-verosimilhanga. Assim, poderemos calcular 0y = T' (z1, ..., zy),
resolvendo:
dl 0; = i (0, 4
0 0; (z1,...,2n)) o=, =0 e 202 0; (z1,...,2n)) lo=0, <O (2.4.2)
apés o que, 0 =T (X1,...,Xy) é estimador de méxima verosimilhanca de 6.

Exemplo 2.7 Na continuacdo dos exemplos 2.5 e 2.6, se u tiver valor desconhecido e quisermos
encontrar o seu estimador de mdxima verosimilhanca, sequem-se os cdlculos necessdrios:

1 — 9 .
L(p) = —nln(2\/ﬂ>—8;(:ﬁz—u), peR, zeR, i=1,...,n
d 1 & n ., - 1 &
@Z(M) = 42(%—#):4@—#)» COml‘:n;fEi
D=0 & "@E-p-0eu=7
du B = 4 H) = o=
d? n

O estimador de mdzima verosimilhanca de p é i = X, sendo X = %Z?Zl X;.

Observagao: Caso a fungao de verosimilhanca, L (0; (x1,...,x,)) (ou a fun¢ao de log-verosimilhanga,
[(0;(x1,...,2y,))) nao tenha derivada para todos os valores de 6, o seu méximo tera de ser determinado
por uma andlise que nao envolva a sua derivada.

Propriedades do estimador de maxima verosimilhanga

Se 6 ¢é o estimador de méxima verosimilhanca do parametro 6:

1. Goza da propriedade de invariancia, isto é, se h (#) é uma fungao biunivoca de 6, entao h (é) é

o estimador de méxima verosimilhanca de h (0);
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2. Em condicoes gerais de regularidade, 6 tem distribui¢ao assintética Normal com valor médio 6
2

,com I(0) = —FE (;mmf(xw))

e variancia

1
nl ()

/nI () (é - 9) 2N (0,1)

3. E um estimador assintoticamente centrado, isto é liril E (é) = 6 (ver seccao 2.5.2);
n—-+0o0

4. E um estimador consistente (ver seccio 2.5.4).

2.5 Propriedades dos estimadores

Ja atras foi dito que, se X é uma populacdo com funcao de distribuicao F, caracterizada por um
parametro 6 de valor desconhecido, e se X7, Xo,..., X, é uma amostra aleatéria de dimensao n desta
populacdo X, entdo a estatistica © = h (X1, Xo,...,X,) é denominada estimador pontual de §. Repare
que © é uma varidvel aleatdria, porque é funcao de varidveis aleatorias. Apds uma amostra ter sido
seleccionada, © toma um valor particular 8 chamado estimativa pontual de 6.

Sendo © uma varidvel aleatéria, terd uma distribuicao.

2.5.1 Distribuicao de amostragem de um estimador

Definicao 2.6 A distribuicdo de um estimador pontual O ¢ designada por distribuicao de amostragem.

Exemplo 2.8 Admita que a populacdo X descreve o numero didrio de contas a prazo contratualizadas
num determinado Banco. Se admitirmos que X ~ P ()\) e se quisermos estimar o nimero médio

E (X) = X de contas contratualizadas diariamente, ao propormos A=X=-— Yoy Xi como estatistica
n

de avaliagao do valor de E (X) = X, a distribui¢do de amostragem de A é:

P(?\:y) - P(X:;,):P(igxizy) :P<§;Xi:ny) -

n\)"™
= e_”)‘i( )' ,  ny € Np.
ny!

porque > - X; ~ P (n\).

Exemplo 2.9 Admita que a populagio X descreve a largura (em mm) de uma tablete de chocolate
produzida na fabrica = 'Cho”. Se admitirmos que X ~ N (u,4) e se quisermos estimar a largura média

. = 1

E (X) = p das tabletes de chocolates produzidas na fabrica ~“Cho”, ao propormos i = X = —> ' | X;
n

como estimador de E (X) = p, a distribuicio de amostragem de i € expressa pela sua distribui¢do.

— 1 4
Sendo (X1, ...,Xy) uma amostra aleatoria de X ~ N (p,4), entaop =X =—=> " X; ~ N <,u,, >
n n

~ ~ 4
Resumindo, a distribuicao de amostragem de p é: jp~ N <u, )
n



2. Estimacao Pontual 21

Como © tem uma distribuigao, podemos falar do F (@), medida que indica a localizacao do ponto

de equilibrio da distribuigao, da V' (é) e do desvio padrao o (@), quantidades estas que expressam

a dispersao de O.
Estas medidas permitem estabelecer propriedades importantes para o estimador ©.

2.5.2 Enviesamento

O estimador © para o parametro 6 é considerado um ““bom”estimador se o valor que se espera
que ele produza coincidir com o verdadeiro valor de 6. Dito de outro modo, © é *~“bom” estimador de

theta se £ (é) =4.

Definicao 2.7 Um estimador © para o parametro 0 diz-se centrado (ou nao enviesado) se E (é) =4.

Definicao 2.8 O enviesamento de uwm estimador 6 para o parametro 0 € bias (@) =F (@) — 0.

Exemplo 2.10 Suponhamos que X é uma populagdo com distribuicdo exponencial de parametros
(A, 1) em que A tem valor desconhecido.

Dada uma amostra aleatoria (X1, Xo, ..., X,) desta populagao, considerem-se os dois estimadores
para A:

A=min (X7, Xo,....X;,)) e N'=X-1

. . _ < 1
e analisemos o respectivo enviesamento. Como A ~ E <)\, — |
n

E(A) = E (min (X3, X, X)) = A4 —

E(A*):E(X—l) =EX)-1=X+1-1=2A
Relativamente ao enviesamento, \* € um ~“bom”estimador porque é centrado.

R . 1 1
O enviesamento de A € bias (A) = A+ o A= o

2.5.3 Eficiéncia e erro quadratico médio

O estimador © para o parametro 6, serd tanto ““melhor” quanto menor for a sua dispersao em
. 2
torno do verdadeiro valor de 6, isto é quanto menor for F [(@ — 9) ] .

Defina-se entéo,
Definicao 2.9 O erro quadrdtico médio do estimador pontual © do parametro 0, é

EQM (é) —E {(é - 0)2} .

Teorema 2.1 Se © é um estimador do parametro 0,

EQM (é) -V (é) + (E (é) _ 9)2 v (é) + (bias (é))z.
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EQM (6) = EK@—G)T :E[<@—E<é)+E(é) 9)2] _
e[l r @] e ) o] +26 (o £ ) (5(6) )| -
V(V@) bias(©) bias(©)
- v(6)+ bias(@))2+2 E(6) - E(0)] bias (6) =

Se o estimador © do parametro 0 for um estimador centrado, isto é se (é)) =6, entao

pour (8) = £ |(6-0)'| £ |(6-£(6))"| v (6).

pelo que, ele serd tanto ““melhor” quanto menor for a sua variancia.

Se o estimador © é estimador enviesado do parametro 6 , isto é se B (é) = 6, entao

pQur (8) = £ |(6-0)"| = v (6) + [£(6) -o] "
pelo que, ele serd tanto “ “melhor” quanto menor for o seu erro quadratico médio.

Face a dois estimadores, nao necessariamente centrados, devemos optar pelo que apresenta menor
erro quadratico médio.

Definicao 2.10 Dados dois estimadores O e ©* para o mesmo parametro 0, dizemos que O ¢ melhor
que OF se,

EQM (@) < EQM (6%).
Quando temos dois estimadores sdo centrados, o seu enviesamento é nulo, e entdo a comparacao
do seu erro quadratico médio acaba por ser a comparacao da sua variancia.

Definicao 2.11 Dados dois estimadores centrados 6 e OF para o mesmo parametro 0, dizemos que
© € mais eficiente que OF se,

v(é) <V (0.

Definicao 2.12 Se © ¢ estimador de 0, o seu erro padrao €

SE (é) L (é).
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Exemplo 2.11 Na continuacao do exemplo 2.10,

EQM (\¥) V) =V(X-1)=V(X)= -

EQM<;\) = V(X)—i—biasz (X) _%4_%_3

Paran > 3, o estimador X é “‘melhor”do que o estimador \* porque EQM (5\> < EQM (X\*).

2.5.4 Consisténcia

Quando se procura um estimador © consistente para um parametro 6, a condicdo ~“minima " que
se deseja é a de que, ao aumentarmos a dimensao n da amostra o erro (ou seja, a precisao) do estimador

diminua (isto é a sua precisao aumente). Definindo o erro (precisao) do estimador © por |© — 6

, ele
serd consistente se, para qualquer um erro § € R™ fixo & priori:

dn, € N tal que para n > n, : P<‘(:)—0‘<5):1.

Definicao 2.13 Um estimador O de um parametro 8 € um estimador consistente de 0 se e so se,
qualquer que seja o valor real § > 0,

lim P()é—9‘<5):1.

n—-+o0o

Vejamos um exemplo

Exemplo 2.12 Admitamos que (X1, Xa,...,X,) € uma amostra aleatéria de uma populagao X com
distribuicao N (p,4). Sendo desconhecido o valor de 1 e adoptando para o estimador de u, o estimador

— 1
X = —X;, entao:
n

— 4 X —
X tem distribuicao N <,u, n) , ou seja Z = 2/\/5 ~ N (0,1).

Para um valor real 6 > 0,

P(X—ul<s) = P(‘);/\_/g

<o) =P (< arm) =7 (w7 < 37m) -
5 2/3%) -7 (Z ? ‘2/35) -0 <2/§/ﬁ> -° (‘2/%) -
= o(gum) e (o) e (as)

— 0 e como ® € uma fungdo mondtona crescente, entao

= P(Zg

Quando n — +o0,

0
2/v/n

. (g7) = (i z7m) -2 0
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Concluindo

lim P(‘Y—,u} <6) =1, VéeR™",

n—+00
I 1 / ) )
e portanto X = —X; € estimador consistente de L.
n

Vamos agora ilustrar a aplicagao prdtica desta propriedade. Admitamos que queremos estimar o
valor médio u da popula¢do com um erro que nao exceda de § = 0.05, com probabilidade 0.95. A
questdo resume-se a determinar a dimensdo minima n da amostra que satisfaz

— 0.05 0.05
P(lX — 0.05) =0.95 1-20| —— ) =0.95 b ———) =0.975
(1% = uf < 0.05) ® (37v7) =005 @ (5775) =00rs

0.05
=o71(0.975) & =1.96 < n > 6146.56

2/v/n

005
2/

Quando pretendemos estimar um parametro ¢, normalmente temos a nossa disposi¢do muitos
estimadores que sao consistentes. Portanto, aquilo que devemos evitar é a utilizacao de estimadores
que nao sao consistentes.

Segue-se uma regra pratica de verificagao da consisténcia de um estimador.
Teorema 2.2 Seja © um estimador de um parametro 6. Se:

1. lim E (@) —9;

n—-+4o0o

2. lim V(@):o

n—-+o0o

(isto €, se liIJIrl EQM ((:)) =0), entao © ¢ um estimador consistente de 0.
n—-—+oo

Exemplo 2.13 Retomemos os exemplos 2.10 e 2.11. Como

E(\) = )\
1

V) = = — 0
n n—+oo

A =X —1 € um estimador consistente de \.

Como
“ 1
E ()\) = A+ — A
n n—-+4oo
N 1
n< n—-+oo
A = min (X1, Xo,...,X,) é um estimador consistente de \.

2.5.5 Propriedades de X, 52 e P

Apresentamos na tabela abaixo, os estimadores mais usados para o valor médio, varidncia e pro-
porcao, indicando também os respectivos valores médios e variancias.
ay € o coeficiente de curtose que tem o valor 3 para a distribuigao normal.
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Tabela 2.1: Tabela de estimadores para o valor médio, variancia, desvio padrao e proporcao

Parametro Estimador Valor médio Variancia do
do estimador estimador
0 6 E (é) 1% (é)
— 1 — o2
p=FE(X) X == X; 7 —
n < n
=1
RN o\ 2 ot n—3
2 2
=V(X X, — X — —
g ( ) n—lzzl( ! ) 7 n<a4 n—1
K p(l—p
p=P(A) P=— p ( )
n n




Capitulo 3

Estimacao por Intervalo de Confianca

3.1 Introducao

Em muitas situacoes, uma estimacao pontual de um parametro nao fornece informacao suficiente
sobre esse parametro. Vejamos o caso do exemplo 2.2. A estimativa pontual de p, n° médio de defeitos
por painel, foi T = 6.2. Mas, é pouco provavel que o verdadeiro n® médio de defeitos seja exactamente
6.2. Portanto é légico que nos interroguemos acerca da proximidade desta estimativa relativamente
ao verdadeiro n° médio, pu. Como se frisou na secgao anterior, o erro padrao (ou o erro quadratico
médio, quando o estimador nao é centrado) ja nos dard uma ideia da precisao da nossa estimativa.
Outro tipo de abordagem passa por pretendermos garantir que, para uma grande ”percentagem”de
todas as amostras que possamos recolher, a diferenca em valor absoluto entre a média amostral X
e o valor médio u, ndo ultrapassa um certo valor a (que corresponde ao erro maximo que desejamos
para a estimacao de p). Se interpretarmos essa percentagem como a probabilidade de se recolher uma
amostra que cumpra o anterior requisito e a representarmos por 1 — «, entao podemos equacionar o
problema escrevendo:

P(‘X—,u}ga)zl—a.

Como ‘X — ,u‘ <a & X—a<pu< X +a, entdo o que queremos encontrar é um intervalo
[X —a, X + a] que, com probabilidade 1 — « elevada, contenha o valor médio .

Designamos esse intervalo por intervalo de confianca 1 —« para p e realizamos assim uma estimacao
de p por intervalo de confianga (ou estimacao intervalar de pu).

3.1.1 Intervalo de confianga (1 — «)

Defini¢ao 3.1 Um intervalo de confianca 1 — v para um pardametro 6 (de valor desconhecido), é um
intervalo da forma

[L (X17X27' "aXn)vU(leXQa" 7Xn)]

onde L (X1, Xo,...,Xy) e U (X1, Xo,...,Xy) sao estatisticas que nao dependem do valor de 6, e que
satisfazem

P(L(Xl,XQ,...,Xn) SQSU(Xl,XQ,...,Xn)):l—Oé.

L(Xy,Xo,...,Xp) eU (X1,Xa,...,X,) sdo denominados limites de confianca inferior e superior,
respectivamente, e (1 — «) € chamado coeficiente de confianca do intervalo.

26
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Representamos o intervalo de confianca 1 — « para um parametro 6 por

IC(l*O{)XlOO% (9) = [L (X17X27 o 7X7L)7U(X17X27' . 7Xn)} .

Podemos interpretar um intervalo de confianca pensando que, se infinitas amostras forem selec-
cionadas e um intervalo de confianga (1 — «) for calculado para cada uma delas, entdao 100 (1 — )
desses intervalos contém o verdadeiro valor de 6.

Esta situacao é ilustrada na figura que se segue, que mostra diversos intervalos de confianga (1 — )
para o parametro 6 de uma populacao. Os pontos no centro dos intervalos indicam a estimativa pontual
de 0 (isto é, é) Repare que um dos 15 intervalos falha em conter o verdadeiro valor de 6. Se estes
fossem intervalos de 95% de confianga, de entre infinitos intervalos que calculdssemos (com base em
infinitas amostras) apenas 5% deles nao iriam conter o verdadeiro valor de 6.

o

Na prética, nés s6 temos uma amostra (z1,zs,...,2,) para a qual determinamos um intervalo
de confianca [l (z1,z2,...,x,),u (21, x2,...,2,)]. Como este intervalo vai conter ou nao o verdadeiro
valor do parametro 0, nao é razoavel associar uma probabilidade a este acontecimento especifico. O que
devemos afirmar é que o intervalo observado [l (1, x2,...,2y),u (21, z2,. .., 2,)] abrange o verdadeiro
valor de € com uma confianca de (1 — «). Esta afirmacdo tem uma interpretacao frequencista; isto
é, nds nao sabemos se, para uma amostra especifica, a afirmagao é verdadeira, mas o método usado

para obter o intervalo [l (z1,x2,...,2,),u (21, x2,...,2,)] permite afirmagoes correctas 100 (1 — )
das vezes.
A amplitude observada, u (z1,z2,...,x,) — (1,22, ...,2,), de um intervalo de confianga obser-

vado é uma importante medida da qualidade da estimagao do parametro. Em particular, a metade
da amplitude do intervalo, designada por precisao da estimacao por intervalo de confianca, é um indi-
cador da dispersao da estimativa do parametro . Quanto maior for um intervalo de confianga, mais
confianca temos de que esse intervalo contem de facto o verdadeiro valor de 6. Por outro lado, quanto
maior for o intervalo de confianga, (menor precisao da estimagao) menos informagao temos acerca do
verdadeiro valor de 0, uma vez que temos uma maior gama de valores possiveis para 6. A situacao
ideal reside num intervalo de pequena amplitude e com elevado coeficiente de confianca.

3.1.2 Método Pivotal
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De seguida, apresentamos um método de construgao de intervalos de confianca, designado por
método pivotal. Para o pormos em pratica é necessario encontrarmos ou conhecermos uma estatistica
prvot.

Estatistica Pivot

Definicao 3.2 Seja (X1, Xo,...,X,) uma amostra aleatdria de uma populagio cuja distribuicao de-
pende de um parametro 0. ConsideremosT =T (X1, Xa, ..., Xy, 0) uma estatistica, fungdo da amostra
aleatdria e de 0 (e eventualmente de outros parametros de valor conhecido). Se a distribuicao de T
ndo depende de 0, ela diz-se uma estatistica pivot para 6.

Exemplo 3.1 Se (X1, Xq,...,X,) for uma amostra aleatdria de uma populagio X ~ N (,u, 52), entao

X —
T = £ N(0,1)
V/52/n
Deste modo podemos afirmar que T € uma estatistica pivot para p, porque a distribuicao de T € sempre
N (0,1), qualquer que seja o valor de p.

Exemplo 3.2 Retomemos o ezemplo 2.10. O estimador A = min (X1,Xo,...,X,) de X\ da populagdo
1

X ~ E(\1), tem distribui¢cao E </\, >
n

. 1
Como T = X\ — X tem distribuicao E (0, ) , entao T € estatistica pivot porque, qualquer que seja
n
1
o valor de A\, T' tem sempre distribuicao E <O, )
n

Exemplo 3.3 Admita que X € uma populacdo com distribuicao de Poisson com parametro A. Se A
tiver um valor desconhecido e o quisermos estimar, podemos considerar o seu estimador dos momentos

— 1
Apelando o Teorema Limite Central, para n > 30,

X =)
A/n

Z <~ N(0,1).

ﬁ

Assim, Z € uma estatistica pivot para A porque qualquer que seja o valor de X\, Z tem distribuicdo
assintotica N (0,1).

Método Pivotal

O método pivotal para determinacao de um intervalo de confianga 1 — o para 6, consiste em:

I. Conhecer (ou encontrar) uma estatistica pivot T =T (X1, Xa,...,X,,0) para 6;
II. A partir da distribuicao de T', determinar valores ai e ag, que satisfacam a; < as e

Plag<T<ay)=1—-q
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ITI. Resolver as desigualdades
a1 <T (X1, Xo,...,X,,0) <ay
em ordem a 6, de modo a que
ap <T(X1,Xo,...,Xp,0)<ar < L(X1,Xs,...,X,) <0<U(X1,Xo2,...,Xn),
sendo L (X1, Xo,...,X,) e U (X1, Xo,...,X,) estatisticas ndo dependentes de 6;

IV.
IC(I*O[)XIOO% (9) = [L (X17X27 B XTL) U (Xl)X2u <o 7Xn)]

é um intervalo de confianca 1 — « para 6.

Observagao: Normalmente sao usados coeficientes de confianca de 90%, 95% e 99%.

NOTA: Para um coeficiente de confianca 1 — « fixo, existem diferentes escolhas possiveis para as
constantes a1 e az. Sempre que possivel devemos optar por usar aquelas que permitam que o intervalo
de confianca tenha amplitude minima.

e Quando a estatistica pivot T'= T (X1, Xo,..., X, 0) tem uma distribuicao simétrica em torno
de zero, obtemos um intervalo de amplitude minima ao considerarmos: a; < ag e:

ap = —ag com ay satisfazendo P (T > ag) = «/2. (3.1.1)

e Se a estatistica pivot T' = T (X1, Xo, . .., Xy, 0) ndo tem uma distribuicao simétrica, nao é simples
determinar as constantes a; e as que correspondam ao intervalo de confianga com amplitude
minima. Na pratica, abdica-se deste objectivo, e opta-se por uma solucao aproximada escolhendo
as constantes aj e as que satisfazem: a1 < ag e

P(T<a)=a«a/2 e P(T>a)=aqa/2 (3.1.2)

Nas seccoes que se seguem, vamos aplicar o método pivotal para a construcao de intervalos de
confianca para os casos mais comuns de aplicagao, ou seja para a estimacao intervalar de:

e Valor médio da populagao, E (X) = u;
e Variancia da populacio, V (X) = o

e Proporgao populacional de ocorréncia de um acontecimento A, p = P (A).
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3.2 Estimacao por intervalo de confianca do valor médio y = F (X)
da populacao X
Apliquemos os conceitos sobre intervalo de confianca expostos na secgao anterior.

Agora o parametro 6 sera o valor médio u = E (X), e adoptemos para estimador deste pardametro,
a média amostral,

1 X1+ Xo+...+ X,
X==-S X, = .

Determinar um intervalo de confianca (1 — a) para p, consiste em determinar os limites de con-
fianca L = L (X1, Xo,..., X,,) e U =U (X1, Xo,...,X,) que verificam a igualdade
P(L<pu<U)=1-«a, 0<a<l.

Também de acordo com o que foi dito, serd a partir de X e da sua distribuicio de amostragem,
que poderemos deduzir os valores de L e de U.

Nas diversas situagoes que se seguem, vamos deduzir diversos intervalos de confianca para u, pondo
em pratica o método pivotal.

Situacao A Admitamos que se sabe que a populacdo X tem distribuicao Normal de valor médio
(que se pretende estimar) e varidncia o2 conhecida.

I. Estatistica pivot

Se (X1, Xs,...,X,) é uma amostra aleatéria da populagao X, entao X1, Xo,..., X, s@o v.a.’s
independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com distribuigao igual a da populagao X.
Assim X1, Xo,..., X, sdo v.a.’s independentes e X; ~ N (u,aQ) ,i=1,...,n.

2
Podemos entao concluir que X ~ N (E (X) ,V (X)) =N (,u, J), e portanto que
n

X -4 X -4

~ N (0,1).

Como ¢ tem um valor conhecido, a estatistica

X —p

g

Z=+/n

é uma estatistica pivot

e tem distribuicao Normal reduzida.

I1. Determinacao das constantes a; e as

Definicao 3.3 Seja Z ~ N (0,1). O quantil de probabilidade 1 — q da v.a. Z € o valor real z4
que satisfaz:

P(Z<z)=1—-¢q, 0<g<l.
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Devido a distribuigdo da estatistica pivot Z ser simétrica em torno de zero e tendo em conta a
nota 3.1.1, consideremos as constantes a; e as que satisfazem a1 < as e

ap = —ay com ay tal que P (Z > az)=a/2.

De acordo com a anterior definicdo, az = z,/2 € a1 = —z4/9 (ver a figura 3.1).

Figura 3.1: Intervalos de confianca para o valor médio: Situagées A, B e D

ITI. Resolugao das desigualdades a; < Z < as em ordem a p

X —u
ag

a <Z<ay & —2Zyp<Vn < 2o &

g — (o
And X_za/27§M§X+Zo¢/2

vn Vi

IV. Intervalo de confianga (1 — «) para pu

o

— o
\/’Tl’X + zoz/Q

ICH—a)x100% ()= |X - Za /2 \/ﬁ}

Intervalo de confianga (1 — a) para o valor médio
Populacdo normal com variancia ¢? conhecida

_ o J— (o2
ICH_a)x100% (1) = [X - %Za/mX + %Zap

Exemplo 3.4 O tempo que uma mdquina leva a executar a sua tarefa em cada peca produzida
seque uma distribuicdo normal de desvio padrao igual a 8 sequndos.

Pretendendo-se estimar por intervalo de 95% de confiancga, o tempo médio de execucdao das pecas,
recolheu-se uma amostra de tempos de execucdo de 25 pecas, cuja média foi de 12 sequndos.

Assim,
1-a=095=a=005=1-«a/2=0.975

Zoy2 = Z0.025 = ©1 (0.975) = 1.96
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T=12, 0=3, n=25

Intervalo de confianca 0.95 para p

3 3
ICys0 (1) = |12 — —2-1.96,12 + —=—1.96| = [10.824, 13.176
95% (/’L) \/% \/% [ ]

Podemos dizer com 95% de confianca , que o intervalo anterior inclui o verdadeiro tempo médio
de execucao das pecas produzidas pela mdquina.

Situacao B Admitamos que (X1, Xs,...,X,) é uma amostra aleatéria de dimensao n > 30, de uma
populagao X cuja distribuicdo é desconhecida ou, sendo conhecida, nao é normal, mas com
variancia o2 conhecida. Seja u o valor médio da populacdo X, que queremos estimar.

Apesar de se conhecer o valor da variancia o? isso por si s6 nido permite o conhecimento da

distribuicio de X. Contudo se a amostra for grande, isto é se tiver uma dimensiao n > 30, por
aplicagdo do Teorema Limite Central, podemos afirmar que

Y_ Y_ a
o

B Vo2/n

(tem uma distribui¢ao aproximadamente normal reduzida).

Portanto, repetindo os raciocinios efectuados na deducao do intervalo da Situagdo A, obtemos
um intervalo (assintético) de confianca (1 — «) para u.

Figura 3.2: Intervalos de confianca para o valor médio: Situacbes A, B e D

Intervalo de confianga (1 — a) para o valor médio
Populagao com distribuigao desconhecida ou conhecida mas nao normal,
com variancia o2 conhecida e n > 30

J— o - o
IC(I—a)XlOO% (,LL) =X - %ZQ/Q,X + ﬁzaﬂ

Situacao C Consideremos (X7, Xo,...,X,) uma amostra aleatéria de uma populacdo X com dis-
tribuicio normal de valor médio u (que se pretende estimar) e varidncia o desconhecida.

Relativamente 4 Situacdo A, o que agora se altera é o facto da variancia o2 ser desconhecida.

Se a variancia 02 é desconhecida, podemos de imediato pensar em a substituir pela variancia
amostral, ou seja, por

n

52:7;12()(1-—?)2:”11 ((Zn;)(?) —nX2>.

=1
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Como resultado desta substituicdo o intervalo que se obteve na Situagdo A passard a ter por
expressao

X - \/Sﬁza/QvX + jﬁza/2:| .

Contudo, como S? é um estimador de 2, o seu valor pode nio ser igual ao verdadeiro valor de
o2. Dito de outro modo, a substituicdo de o por S, no intervalo da Situacdo A, pode introduzir
erro no intervalo, e como consequéncia, nao temos garantias de que este novo intervalo permita
a estimacao de p com a mesma confianga (1 — ).

S - S
De facto o que estd em causa é que P <X — =2 <p< X+ Za/2) é inferior a (1 — «).
n n

Vn vn

Para que esta probabilidade (confianga) continue a ser (1 — «/), devemos aumentar a amplitude do
intervalo. O aumento do intervalo que garante que ele tenha uma confianga (1 — «) é conseguido
substituindo, no intervalo acima apresentado, z,/; pelo quantil de probabilidade (1 — «a/2) da
distribuigao t (Student) com (n — 1) graus de liberdade, que representamos por t,,_i.4/2-

Recorrendo ao método pivotal e tendo em conta a distribuicio de amostragem de X apresentada
na Situacao C da sec¢ao 3.5.1 (resultado 3.5.4),

I. Estatistica pivot

X—n
NI

I1. Determinacao das constantes a; e as

vn

Definicao 3.4 Seja W uma v.a. com distribui¢ao t (t-Student) com m graus de liberdade,
W ~t,,. O quantil de probabilidade 1 — q da v.a. W € o valor real t,.q que satisfaz:

P(W<tyn,)=1—¢q, 0<g¢g<l.

Devido a distribuicao da estatistica pivot 1" ser simétrica em torno de zero e tendo em conta a
nota 3.1.1, consideremos as constantes a1 e as que satisfazem a1 < as e

a; = —ay com ay tal que P (T > az) = a/2.
De acordo com a anterior defini¢do, az = t,_1.q/2 € @1 = —t;,_1.q/2 (ver a figura 3.3).

III. Resolugao das desigualdades a; < T < ay em ordem a u

X —p
<t,_1. =
g = n—1:a/2

S I
. tn—l:aﬂ% <pu< X+ tn—l:a/?

g <T<ay & —ty 142<Vn
S
7n
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Figura 3.3: Intervalos de confianca para o valor médio: Situacao C

IV. Intervalo de confianga (1 — «) para p

— S — S
IC 1 _a)yx100% (1) = [X - tn—l:a/2%aX + tn—l:a/Q\/ﬁ:|

Intervalo de confianga (1 — «) para o valor médio u
Populacido normal com variancia ¢? desconhecida

- S B
IO(lfa)Xl()O% (M) = |:X - %tnfl:a/%*x + \/ﬁtnl:a/2:|

Exemplo 3.5 Uma amostra do peso de 8 animais alimentados com um determinado tipo de
ragdo, forneceu os sequintes valores (em kg):

4 6 45 4 56 62 58 6

Admitindo que o peso dos animais se comporta de acordo com uma distribuicdo normal, apresente

uma estimativa por intervalo de 90% de confianca para o peso médio dos animais alimentados
com este tipo de ragdo.

8 8
n=8 Y x;=421 ) a} =227.69
=1 =1

42.1

1
T= - = 52625 §% = - (227.69 — 8 x 5.2625%) = 0.8769657

s = +Vs2 = 0.9364644
l1—a=09=a=01=a/2=005 trg =189

Intervalo de confianca 0.9 para o peso médio dos animais

0.9364644 0.9364644
ICyoy (1) = |5.2625 — T x 1.895,5.2625 + T x 1.895| = [4.63508414, 5.88991586]
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Situacao D Consideremos (X1, Xs,...,X,) uma amostra aleatéria de dimensdao n > 30, de uma
populacao X cuja distribuicao é desconhecida ou, sendo conhecida, nao é normal e cuja variancia
o2 nao é conhecida.

Relativamente & Situacdo B, o que agora se altera é o facto da variancia o2 ser desconhecida.

Se a variancia 02 é desconhecida, podemos de imediato pensar em a substituir pela variancia
amostral, ou seja, por

n

= S (K%)= ((é)ﬂ) —nX2>.

i=1

Como resultado desta substituicdo o intervalo que se obteve na Situacdo B passard a ter por
expressao

- -
|:X — %ZQ/Q,X -+ \/ﬁza/2:| .

Naturalmente que é introduzido um erro no intervalo, devido a substituicao realizada. Contudo,
como a estimacdo de o? é feita a partir de uma amostra grande, a sua precisdo é razodvel, ou
seja, ndo se introduz um erro aprecidvel neste intervalo ao substituir o2 pelo seu estimador S2.

Por aplicacio do método pivotal e tendo em conta a distribuicio de amostragem de X apre-
sentada na Situagdo D da secgao 3.5.1 (resultado 3.5.4)vejamos quais as dedugoes envolvidas:
Recorrendo ao método pivotal e tendo em conta a distribuicio de amostragem de X apresentada
na Situagao C da seccao 3.5.1 (resultado 3.5.5),

I. Estatistica pivot

_X-n_ s
7= \/SQ/n_\F

II. Determinacao das constantes a; e as

X —p
S

A N(0,1).

Devido a distribuicao da estatistica pivot Z ser simétrica em torno de zero e tendo em conta a
nota 3.1.1, consideremos as constantes a1 e as que satisfazem a1 < as e

a1 = —ay com ay tal que P (Z > ag) = /2.

De acordo com a definigao 3.3, ag = 2472 € a1 = —24/2-

Figura 3.4: Intervalos de confianga para o valor médio: Situagdes A, B e D




3. Estimacao por Intervalo de Confianga 36
ITI. Resolugao das desigualdades a; < Z < ay em ordem a p
X —p

S
SMSY‘*‘ZQ/Q

am<Z<ay & —2Zyp<Vn < Zaj2 &

— S
<~ X_Za/zﬁ %

IV. Intervalo de confianga (1 — «) para pu

— S — S
IC1 _a)yx100% (1) = | X — Za/2%»X + Za/Q\/ﬁ:|

Intervalo de confianga (1 — «) para o valor médio u
Populagao com distribuigao desconhecida ou conhecida mas nao normal,
com variancia o2 desconhecida e n > 30

n

s _ s
IC1 _a)x100% (1) = [X - %'za/%X - Nk

3.3 Estimacgao por intervalo de confianga da variancia o> = V (X) e
do desvio padrao ¢ = 0 (X), da populagao X

Agora o parametro a estimar é a varidncia da populagio X, 02 = V (X), e consideramos o seu
estimador

1 o\ 2
52:71_12()(1-—)() :

i=1

2

Determinar um intervalo de confianga (1 — o) para o, consiste em determinar os extremos L e U

que verificam a igualdade
P(L<o*<U)=1-a, 0<a<l.

Sera a partir de S? e da sua distribuicdo de amostragem, que poderemos deduzir os valores de L
e de U.
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I. Estatistica pivot

Consideremos uma amostra aleatéria (X1, Xo,..., X)) da populagao X. Quando a populagao X tem
distribuicao N (u, 02), a estatistica.

(n—1)82

2 _
X7 = 2

g

tem distribuicao do qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade (e escrevemos de modo abreviado,

n—1)52
X2 = ( 0_2) ~ X721—1)'

X? é uma estatistica pivot para o2.

II. Determinacao das constantes a; e as
Observacgao: A distribuicao do qui-quadrado ndo é simétrica.

Consideremos um coeficiente de confianga (1 — ) e determinemos as constantes a; e az que veri-
ficam

P(a1§X2§a2):17a.

Devido & nao simetria da distribuicao do qui-quadrado e de acordo com a nota 3.1.2, podemos
considerar as constantes que satisfazem as condigoes:

P(X?<a)=5 e P(X?>a) =7

Definicao 3.5 Seja W uma v.a. com distribuicdo do qui-quadrado com m graus de liberdade, W ~
x2,. O quantil de probabilidade 1 — q da v.a. W ¢é o valor real X?n:q que satisfaz:

PW<x2,)=1-¢q 0<qg<l.
Os valores de a1 e de as podem ser lidos numa tabela da distribuicao do qui-quadrado e, de acordo
com a defini¢ao 3.5, serao:
—_ 32 2
a1 = Xn—l:l—a/Q e az= Xn—l:oc/2'

(ver a figura 3.5)

II1. Resolucgao das desigualdades a; < X? < as em ordem a o?

(n—1)52

o2

—1)5? —1)5?
SX?I_L&/Q@MSU2<M

2 2
a1 < X7 < a2 © X q1-a/ < =3
Xn—l:oz/Q Xn—l:l—a/Q
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Figura 3.5: Intervalo de confianga para a variancia

12
Oy

2 2
n-1:1-a/2 ":n-tcxa

IV. Intervalo de confianca (1 — o) para o>

n—1)8? (n—1)52
IC(l—a)XlOO% (02) = [( P} ) ) (2 ) ]
anl:a/Z anlzlfa/2

IV. Intervalo de confianga (1 — «) para o

n—1)52 n—1)52
IC(1a)x100%(U)E[ (2 ) ; (2 ) ‘
Xn—1:0/2 Xn—1:1-a/2

Intervalo de confianga (1 — «) para a variancia o
Populacao normal com valor médio p, desconhecido

n—1)5% (n—1)52
IC(lfa)xloo% (02) = [( 3 ) ) (2 )
Xn—1:a/2  Xn—1:1-a/2

2

Intervalo de confianca (1 — «) para o desvio padrao o
Populacao normal com valor médio u, desconhecido

n—1)S2 n—1)S2
IC(l—a)xloo%(U):[ (2 ) ; (2 ) ]
Xn—l:a/Q Xn—l:l—a/Z

38
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Exemplo 3.6 Considere uma amostra de alturas de 25 pessoas, que apresenta uma média e um desvio
padrao de, respectivamente, 172 e 5 centimetros. Admitindo que a altura de qualquer pessoa X, € uma
varidvel com distribui¢cdo normal, estimemos por intervalo de 90% de confianga, a varidncia e o desvio
padrdo da altura de todas as pessoas.

Sabemos que s =5 e portanto que s> =25. Paran =25 e a = 10%,

X105 = 13.85 € X3u0.05 = 36.42.

A estimativa por intervalo de 90% de confianca para a variancia populacional é

24 x 25 24 x 25
36.42 7 13.85

ICqg9 (0%) = [ } = [16.47446458,43.32129964]

A estimativa por intervalo de 90% de confiancga para o desvio padrao da populacao é

ICyoy (0) = [\/16.47446458, \/43.32129964} = [4.058874792, 6.581891798]

3.4 Estimacao por intervalo de confianca da proporcao p de ob-
servacao do acontecimento A

Suponhamos que, como resultado de uma experiéncia aleatéria, queremos observar se ocorre ou
nao um acontecimento A. Para n realizagoes independentes da experiéncia, associemos n variaveis
aleatérias X;, ¢=1,...,n tais que

0 se nao ocorre A
X; =
1 se ocorre A

n
Ava K= ZXi regista o total de ocorréncias de A nas n experiéncias. K tem distribuicdo
i=1
Binomial de parametros (n,p).
Consideremos o estimador de p:
P =

s|=

Para deduzirmos o intervalo de confianca para p, precisamos da distribuicdo de amostragem de P.
Esta distribuigao de amostragem s6 possibilitard intervalos de confianca de aplicagao ” cémoda” quando
as amostras sao "grandes”.

I. Estatistica pivot

Ora para ”grandes” amostras, isto é aquelas em n > 30, podemos aplicar o Teorema Limite Central
e ter acesso a distribuicao assintética de P. Ou seja, para n > 30,
P P—
g— P=p _ m Pop
p(1—p) Vvp(l—p)

n

<A N(0,1)

Saliente-se que Z é uma estatistica pivot.



3. Estimacao por Intervalo de Confianga 40

I1I. Determinacao das constantes a; e as

Devido a distribuicao da estatistica pivot Z ser simétrica em torno de zero e tendo em conta a
nota 3.1.1, consideremos as constantes ai e as que satisfazem a1 < as e

ay = —ay com ay tal que P(Z > a2)=a/2.
De acordo com a definigao 3.3, az = 2472 € a1 = —24/2-

ITI. Resolugao das desigualdades a; < Z < ay em ordem a p

m<Z<ay & 2y SVI——————= <240 &

P—p
p(1 p)
\/ p(l=p §P+za/2\/p(1n_p) (3.4.3)

Na resolugao acima, verificamos que os limites do intervalo dependem do valor de p que nao
conhecemos. Para resolver este problema sugerimos duas alternativas:

a) A solugao exacta

. 2
<Z<aqaye — < fiA P < & 7( p) <2, e
a1 as Za /2 n Zoja SN z
o/ Vp(1—p) “/ p(l—p) o/2
a/2 Zaj2 | P 5 ZZ/Q a/2 a/2
P+ —n P(l—P)—i—ﬂ P+ +\F\/ 1-P +

22 Sp
<1+°;{2> <1+ ““)

b) A solugao aproximada

Para uma solucao aproximada, substituimos na expressao 3.4.3, as ocorréncias de p no desvio
p(1—p)

padrao de 15, isto é, em , pelo seu estimador P. Assim
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IV. Intervalo de confianca (1 — «) para p

a) Para uma estimagao mais precisa

2 . 2 .
Py ;/2_% P(l—P)+ZZ/2 P'f‘zgf"‘z\o}g P(l_P)+ZZT/LZ
IC(—a)x100% (P) = = ; 22
(1+22) (%)

IC 1 _a)x100% (P)

Intervalo de confianga (1 — «) para a proporgao p
Amostras grandes, n > 30

2
> a/2 zoz/2 a/2
R v 1— +4n P+ +f\/ 1-P +

ICH_a)yx100% (P) =
= -3

n

a/Z

Intervalo de confianca (1 — «) para a proporgao p
Amostras grandes, n > 30

IC(—ayx100% (D)

Exemplo 3.7 Num inquérito telefonico destinado a estimar a propor¢ao da populacdo que tem acesso
a internet em casa, foram inquiridas 50 pessoas, das quais 32 afirmaram ter este servigo.
A estimativa por intervalo de 95% de confianga para a proporcdao da populacdo é

0.64 (1 — 0.64 0.64 (1 — 0.64
( ) ()] — [0.507,0.773]

]@%@:FM—MG'a)ﬁM+w6

pois p = 32/50 = 0.64, 29.05/2 = 20.025 = 1.96 e n = 50.
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Como o extremo inferior deste intervalo estd muito perto de 50% (o que implica estar em causa ou
ndo uma maioria de utilizadores da internet em casa), poderemos determinar o intervalo de confian¢a
de forma mais rigorosa, pondo em prdtica o resultado a).

196> _ 1.96 1.962 196> , 1-96 1.962
0.64 + L9 _ @\/0.64(1 —0.64) + 192 0,644 192 4 m\/0.64(1 —0.64) + 128
‘[095% (p) = 1+ 1.962 ) 1+ 1.962
50 50

= [0.50140762,0.75861437]

Como se pode ver, nao foi muito compensador usar a solu¢do mais precisa.

Outros intervalos de confianca podem ser deduzidos por aplicagao do método pivotal e das dis-
tribuicoes de amostragem constantes na lista que se apresenta da sec¢ao seguinte. De acordo com essa
lista, poderemos estimar por intervalo de confianca:

e A diferenca de valores médios de duas populagoes X e Y, ux — puy;
e O quociente de variancia de duas populagoes X e Y, ag( / a%;

e A diferenca de proporcoes em duas populacées X e Y, px — py.

3.5 Distribuicoes de amostragem

3.5.1 Meédia amostral, X

Os diferentes intervalos de confianca para o valor médio E (X) = u de uma populagao X, sao
consequéncia da distribuicdo que podemos associar ao estimador de u, ou seja a X. Por sua vez, a
distribuicdo de X depende do conhecimento que temos acerca da populacdo e da amostra. De forma
resumida, o que foi dito na seccao anterior acerca da distribuicao de amostragem de X, é que
Situacao A Se a populacio X tem distribuicao normal com o conhecida, isto é X ~ N (,LL,O'Q),

com V (X) = o2 conhecida, entdo

2

_ X _
X~N <,u,, U) ou de modo equivalente Z = \/n a
n

~ N (0,1)

Situacao B Se a populacdo X tem distribuicdo desconhecida ou conhecida mas ndo normal, com
o2 conhecida e a amostra tem dimensio n > 30, isto é, X ~? com V (X) = o2 conhecida e

n > 30, entao pelo Teorema Limite Central

X—pa
g

Z:\/ﬁ (071)

X —
dito de outro modo, v/n

P tem distribuicao aproximada N (0,1)
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Situacao C  Se a populacio X tem distribuicdo normal com o® desconhecida, isto é, X ~ N (u, 02)
com V (X) = % desconhecida, entao
X —p
S

T=1vn ~tno1 (3.5.4)

X —
dito de outro modo, v/n 5

E tem distribuicao ¢ com n — 1 graus de liberdade.

Situacao D Se a populacdo X tem distribuicdo desconhecida ou conhecida mas nio normal, com o>

¢ desconhecida e a amostra tem dimensdo n > 30, isto é X ~? com V (X) = o2 é desconhecida
e n > 30, entao

X —p
S

Z =+/n ~ N (0,1) (3.5.5)

X —
dito de outro modo, v/n

P tem distribuicao aproximada N (0,1).

Tabela 3.1: Distribuicio de amostragem da média amostral, X

Situacao Conhecimento de X e da amostra Distribuicdo de X
2 2 - X—p
A X ~ N (p,0?%) com ¢? conhecido | Z =+/n ~ N (0,1)
a
2 . Y - /J/ a
B X ~7 com o conhecidoen >30 | Z=+/n ~ N (0,1)
a
2 2 : X -
C X~N (u, o ) com o“ desconhecido T=+/n tn_1
2 . Y - [.,L a
D X ~7 com o< desconhecido e n > 30 | Z =+/n T~ N (0,1)
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3.5.2 Variancia amostral, S?

Para o estimador S? da variancia da populacio o2 = V (X), tem-se

Tabela 3.2: Distribuicio de amostragem da variancia amostral, S?

Conhecimento de X e da amostra Distribuicao de S?
—1)8?
X~N (,u, 02) com p desconhecido | X2 = (n02) ~ X%_1

3.5.3 Proporcao amostral, P

Tabela 3.3: Distribuicdo de amostragem da proporgao amostral, P

Conhecimento amostra Distribuicao de P
P-p .
n > 30 Z=n—== L N(0,1)
p(1—p)
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3.5.4 Diferenca de médias de amostras de duas populacées, X — Y

45

Tabela 3.4: Distribuicdo de amostragem para a diferenca de médias amostrais de duas populagoes

Situacao | Condigoes de aplicagao Distribuicdo de X —Y
A X ~ N (px,0%),Y ~N (px,0%) Z:X_Y_(/“‘X_“Y)NN(OJ)
0% + o2
2 2 . nx ny
0%, 0% conhecidas
XV - (ux —
B X ~ N (px,0%).Y ~ N (uy,0%) T = f“X 1/“/) ~ oty —2
Sp nx + ny
0% = o2 desconhecida
XY - (ux — ty) «
UX + UY
ag(,a% conhecidas, nx e ny > 30 ey
XV (ux —py) o
D X ~7Y 7 Z = (hx —pv) o N (0,1)
5% + S2
og(,a% desconhecidas, nx e ny > 30 Ay
g2 (nx —1)S% +(ny —1) 5%
p nx +ny —2

3.5.5 Quociente de variancias de amostras de duas populagoes, 5?/52

Tabela 3.5: Distribuicao de amostragem para o quociente de variancias amostrais de duas populagoes

Condigoes de aplicacao

Distribuicao de 5% /S2

XNN(:U‘X,O%() 7YNN(MX50-)2/)

wx, iy desconhecidos
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3.5.6 Diferenca de proporcoes amostrais de duas populagoes, Px — Py
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Tabela 3.6: Distribuicao de amostragem para a diferenca de proporgoes amostrais de duas populagoes

Condigoes de aplicacao

Distribuicao de P}( — PAy

nx > 30eny > 30

Z:

(15)( - py) - (px —py)

/

px (1 —px) Ly (1—py)
nx ny

a
~

N (0,1)




Capitulo 4

Teste de Hipoteses

4.1 Introducao

No capitulo 2 vimos como estimar pontualmente alguns parametros de uma populagdao e apre-
sentamos algumas propriedades que permitem analisar a sua precisao (enviesamento, eficiéncia e con-
sisténcia). No capitulo 3 ilustrdmos como podemos estimar por intervalo de confianga, o parametro de
uma populagao, dando especial atencao aos parametros populacionais: valor médio, variancia, desvio
padrao e proporcao.

Outro procedimento muito comum em estatistica consiste na realizacao de um teste sobre uma
determinada conjectura que se faga sobre a populacao.

Exemplo 4.1 e Num determinado departamento pretende-se estudar o n.° X de faltas ao tra-
balho (de cada funciondrio) durante os 5 dias tteis de uma semana. Trata-se de estudar
uma populagao X com distribuicdo binomial de pardimetros (5,p) e portanto o que falta con-
hecer acerca desta populagcdo serd o valor de p. Podemos entdo tecer as conjecturas: Serd que
p = P (falta num dia) < 0.3 ou serd que p = P (falta num dia) > 0.37

e Num processo de engarrafamento de refrigerante em latas de 33cl, que queremos controlar, pode-
mos conjecturar: Serd que o volume médio de refrigerante por garrafa € igual a 33cl, p = 33
(boas condigoes de engarrafamento) ou serd que o volume médio de refrigerante por garrafa é
diferente de 33cl, u # 33 (mds condigdoes de engarrafamento).

e Serd que a duragao de um pneu de uma determinada marca e tipo, tem distribuicdo exponencial?

Nos dois primeiros exemplos as conjecturas sao feitas sobre o valor dos parametros da populacao,
ou melhor dizendo sobre o valor dos parametros da distribuicao da populacao X. No terceiro exemplo
a conjectura é feita sobre a propria distribuicao da populacao X.

As conjecturas que se fazem sobre a populagao (quer seja sobre os seus parametros, quer seja sobre
a proépria distribuigao) designam-se por hipdteses.

Implicitamente e em cada situacdo, temos sempre duas hipéteses (conjecturas): A hipdtese nula
representada por Hy e a hipdtese alternativa representada por Hi.

Exemplo 4.2 Para os exemplos atrds apresentados as hipdteses (conjecturas) sao:
e Hy: p<03 ws Hy: p>03

e Hy: p=33 ws Hi: u+#33

47
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e Hy: X ~FE(0,0) ws Hp: X~ E(0,0)

Nota importante: A hipdtese nula Hy deverd corresponder a uma situacao de status quo na pop-
ulagao, ou seja uma situacao que nao corresponda a alteragoes que sejam necessarias realizar nessa
populacgao.

Vejamos os dois primeiros exemplos atras apresentados:

e Se p = P (falta num dia) < 0.3, a proporgao didria de falta ao trabalho nao é gravosa, s6 o sendo
se p > 0.3;

e Se o volume médio p de refrigerante for diferente de 33cl, deverao ser implementadas alteracoes
no processo de engarrafamento, pois a situagdo status quo de engarrafamento normal exige que
w=33cl.

4.2 Decisao, regra de decisao e estatistica de teste

Um teste das hipdteses Hy vs Vi, consiste:
e Na avaliagao da ““consisténcia” da informagcao amostral com a conjectura estabelecida na hipétese
Ho;

e Decidirmo-nos pela rejeicao ou pela nao rejeicao da hipdtese Hy de acordo com a “ “consisténcia”
observada;

e Controlarmos a probabilidade de tomarmos uma decisao errada, ja que esta é sustentada pelos
valores amostrais observados.

Como existem sempre duas hipdteses num teste, quando se rejeita Hy, sabemos imediatamente
que se aceita Hy e quando se nao rejeita Hy sabemos que se rejeita H;.

Considere-se A o conjunto de todas a amostras de dimensdao n que é possivel seleccionar numa
populacao X.

Um teste das hipdteses Hy vs Hy, consiste numa regra (ou critério) que permita determinar um
subconjunto de S C A tal que:

e se (x1,x2,...,2,) €S, rejeitamos Hoy;
e se (r1,%2,...,oy,) ¢ S, nao rejeitamos Ho;
Contudo, na maioria das vezes, realizamos um teste de hipdteses recorrendo a uma estatistica de

teste W = W (X1, Xa,...,X,) que avalia a “ “discrepancia” (ou a ““consisténcia” ) da amostra aleatéria
(X1, Xo,...,X,,) com as conjecturas estabelecidas nas hipdteses Hy e Hj.

Se considerarmos E o conjunto de todos os valores da estatistica T' quando aplicada a todas as
possiveis amostras de dimensao n (isto é sobre o conjunto A), entao

Definicao 4.1 Um teste das hipdteses Hyvs Hy, consiste numa regra (ou critério) que permite deter-
minar um subconjunto R C E tal que, sendo t (x1,x2,...,2zy) 0 valor da estatistica T' para a amostra
observada (r1,T2,...,xy):
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o sew(xy,xo,...,T,) € R, rejeitamos Hy;

o sew(x1,x2,...,2,) & R, nao rejeitamos Hy;

O subconjunto R € designado por regiao de rejeicao ou regido critica.

Pelo que até agora foi dito, para a realizacao de um teste de hipdteses precisamos de:

e uma hipdtese nula, Hy, que se deverd manter véalida até haver evidéncia estatistica que o con-
tradiga;

e uma hipétese alternativa, H;, que devera ser adoptada caso se rejeite Hoy;

e uma estatistica de teste, W = W (X1, Xo,..., X,) que avalie a discrepancia entre a informagao
amostral e a conjectura expressa na hipdtese Hy;

e uma regiao de rejeicao R.

4.3 Erros de decisao e sua probabilidade

A decisao acerca da rejeicdo ou nao rejeicao da hipétese nula, Hy assenta na informacao contida
numa amostra (x1,x,...,2,). Contudo esta amostra é uma das muitas realizagoes possiveis da
amostra aleatéria (X1, Xs,...,X,,) da populagdo X. Assim a nossa decisdo estd condicionada pelo
acaso da amostragem e como tal pode conduzir a decisoes erradas. Num teste de hipoteses as decisoes
erradas sao:

Definicao 4.2 Num teste das hipoteses Hy vs Hi podemos cometer os seguintes erros de decisdo:

o erro de tipo I (ou erro de 1* espécie): Rejeitar Hy quando Hy € verdadeira;

o erro de tipo II (ou erro de 2% espécie): Nao rejeitar Hy quando Hy € falsa.

No quadro que se segue, esquematizam-se as decisoes (correctas e erradas) de um teste de hipdteses.

Tabela 4.1: Decisoes e erros num teste de hipdteses

Decisao H, verdadeira Hj falsa

Rejeitar Hy Erro de tipoI  Decisao correcta

Nao rejeitar Hy | Decisao correcta  Erro de tipo II

Existindo sempre uma possibilidade de cometermos estes erros de decisao, podemos associar-lhes
uma probabilidade de ocorrerem.

Essa probabilidades sao:

P (erro de tipo I) = P (Rejeitar Hy |Hy é verdadeira)
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Ao valor méaximo desta probabilidade da-se o nome de nivel de significancia que habitualmente é
representado por «,

a = max P (Rejeitar Hy |Hp é verdadeira)

B = P (erro de tipo II) = P (Nao rejeitar Hy |Hy é falsa)
A
Q) = 1—p = 1—P (erro de tipo II) = 1—P (Nao rejeitar Hy |Hy é falsa) = P (Rejeitar Hy |Hy é falsa)
dé-se o nome de poténcia (fungao poténcia) do teste.

O teste 6ptimo sera aquele em as probabilidades associadas aos dois tipos de erro tém um valor
minimo. Contudo, é matematicamente impossivel minimiza-las simultaneamente. De facto, quando a
P (erro de tipo I) diminui, a P (erro de tipo II) aumenta e vice-versa.

No que se segue, os testes que realizamos incluem-se nos denominados testes de significancia, ou
seja os testes em que o nivel de significancia «,

a = max P (Rejeitar Hy |Hy é verdadeira)

é estabelecido por néds (e portanto tem um valor fixo e conhecido) e para os quais a fungao poténcia
Q@ =1 — 8 tem valor mdximo (ou equivalentemente, 5 tem valor minimo).

Para melhor exposicao dos conceitos , vamos comecar por abordar os intitulados testes paramétricos
isto é, aqueles em que as hipéteses incidem sobre o valor 6 de um parametro que caracteriza a dis-
tribuicao da populacdao X e tem valor desconhecido.

Formalizando o problema, consideremos que € pode assumir valores num conjunto © (chamado
espaco parametro). Sejam Oy e O dois subconjuntos de O tais que:

OuUO; =0 e OygNO; =0.
As hipdteses sobre os valores do parametro 6 podem ser apresentadas por:
Hy: 00y vs Hi: 0c0Oq,
ou
Hy: 00y vs Hp: 0¢0,.
Exemplo 4.3 Continuando com o exemplo 4.2,

e O parametro p tem por espago parametro © = 10,1[. Na hipdtese Hy, ©g = |0,0.3] e na hipdtese
Hi, 01 =]0.3,1[:

o Um wvalor médio i tem por espaco parametro a recta real R. Assim as hipdteses podem ser
escritas Hy : € {33} ws Hp: p e R\{33}. Neste caso © =R, O = {33} e O; = R\ {33}



4. Teste de Hipdteses 51

4.4 Metodologia para realizacao de um teste de hipoteses paramétricas
Para testarmos as hipéteses:
Hy: 0€ ©g vs Hi: 6¢ ©O,.
com um nivel de significancia «, aconselhamos a seguinte metodologia:

e Escolher um estimador © para 6.

e Conhecer ou propor uma estatistica de teste W = W (X1,...,Xp,0) que mega a ““discrepancia” entre
o valor de © e o valor de 6. Essa estatistica W é designada por estatistica de teste.

e Para o nivel a de significancia escolhido, determinar uma regra de rejeicao da hipdtese Hy, Rg.

e Face a uma amostra observada (x1,x2,. .., 2, ), calcular o valor observado da estatistica de teste
Wops = W (21,22, . ..,2Ty) e decidir:
— Rejeitar Hy se weps = W (21, x2,...,2,) € Ry;
— Nao rejeitar Hy se wops = W (21,22, ...,2n) ¢ Ra.

Para cada teste paramétrico que a seguir expomos, iremos propor um estimador para o parametro,
escolher a estatistica de teste W = W (X1, Xo, ..., X,,) e indicar a respectiva distribui¢ao de amostragem,
determinar a regido de rejeicdo R, para um nivel de significancia « fixo, apds o que serd possivel
tomar uma decis@o face a uma amostra observada (z1,z2,...,Ty).

4.5 p-value ou valor-p

Com a evolugao das ferramentas de cédlculo, é hoje possivel determinar probabilidades de modo
expedito e comodo. Por isso, é agora usual associar e tomar decisoes sobre um teste de hipdteses
através do conceito de p-value.

Definicao 4.3 Seja (z1,22,...,x,) a concretiza¢ao de uma amostra aleatéria (X1, Xa,...,Xy) e

Wobs = W(Hfl,(l/’g,. . .,:Zln)

o valor observado da estatistica de teste. Designa-se por p-value (ou valor-p), a probabilidade de se
observarem wvalores da estatistica de teste tao ou mais desfavordveis a Hy do que o observado wops,
admitindo que Hy € verdadeira.

NOTA: O p—wvalue é uma medida da concordancia entre a hipotese Hy e as amostras que possamos
recolher e que sejam tao ou mais favoraveis a rejeicao de Hy. Quanto menor for o p — value, menor é a
consisténcia da validade de Hy. Assim, se p — value < a, devemos rejeitar Hy ao nivel de significAncia
.
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4.6 Teste de hipdteses para o valor médio

Nesta seccao vamos dar atencao a hipdteses que estabelecem conjecturas sobre o valor médio
E (X) = p de uma populagao X.

4.6.1 Teste de hipoteses bilateral para o valor médio

Exemplo 4.4 Estudos sobre o custo de vida, realizados no més de Janeiro de 2003, permitiram
concluir que o gasto semanal em alimentacao de familias com dois filhos, apresentava um valor médio
de 100 euros com um desvio padrdo de 15 euros. No més de Agosto do mesmo ano, pretendiamos saber
se tinham ocorrido alteragoes no gasto semanal médio em alimentacdo das mesmas familias. Para
tal seleccionou-se uma amostra de gastos semanais em alimentacao de 25 famdlias (com 2 filhos), que
revelou uma média T = 108 euros.

Que conclusdes podemos retirar acerca da alteragao do gasto médio semanal em alimentacdo deste
tipo de familias?

A populacdo em estudo € X-gasto semanal em alimentacao das familias com 2 filhos, mas o
interesse primordial diz respeito a p = E (X)-gasto médio semanal em alimentacdo das familias com
2 filhos. A nossa questdo reside em saber se p permanece igual a 100 euros, p = 100, ou, se em
Agosto, p € diferente de 100 euros, 1 # 100.

Queremos entao testar a validade das hipdteses

Hp: p=100 ws Hp: p# 100
Ao teste de hipdteses do tipo

Ho: p=po wvs Hi:p# o

dd-se o nome de teste de hipdteses bilateral para o valor médio, p.

Neste exemplo, po = 100.

A decisdo acerca da validade de alguma destas hipdteses deverd ser feita a custa da informacgao que
a amostra fornecer. Uma vez que as hipdteses dizem respeito ao valor médio da populacdo, devemos
considerar a informacdao que a amostra fornecer sobre p. Mas jd sabemos que a informagao amostral
sobre u, pode ser obtida através de um estimador de . Se adoptarmos para estimador de w, a média
amostral,

1 &
X:ni_lei

O wvalor de X wvai-nos permitir decidir se u # 100 ou se p = 100, isto é, vai-nos permitir decidir
se rejeitamos Hy ou se nao rejeitamos Hy. Como tal, sé nos resta saber, quais os valores de X que
nos levam a rejeitar Hy ou a nao rejeitar Hy. Em resumo, precisamos de uma regra de decisao.

Regra de decisao
Se X tiver um valor muito diferente (ou distante) de 100, é natural que se decida que p # 100.

Podemos dizer que X € muito diferente de 100, se ‘Y — 100‘ for muito grande, ou seja se o valor de

|Y - 100! ultrapassar uma certa quantidade a  (a > 0). Entdo
Rejeitamos jp =100 se |X —100| >a (a > 0)
ou de modo equivalente

Rejeitamos Hy se | X —100| >a (a > 0)
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No caso geral do teste de hipdteses bilateral

Ho: p=po vs Hi:p#po

Rejeitamos Hy se | X — ol >a  (a>0)

Neste exemplo, o que sdo os erros de decisao?
Admitamos as sequintes situagoes:

1. Em Agosto, o gasto médio semanal em alimentagdo permanece igual a 100 euros, p = 100. Isto
€ o que acontece na populacdo, mas nos ndo o sabemos porque ndo analisamos a populacdo na
totalidade.

Suponhamos que o acaso da amostragem, levava a que se obtivessem wvalores amostrais sobre
o gasto semanal em alimentacdo, muito elevados (muito pequenos). Entdo X teria um valor
elevado (pequeno), e de tal modo elevado (pequeno) que ‘Y— 100‘ > a. Como consequéncia,
iriamos decidir rejeitar Hy, ou seja, decidir que p # 100.

A nossa decisao seria errada, porque (baseados na amostra) decidiamos que p # 100 e de facto
p = 100. Estariamos a cometer um erro de tipo I, nomeadamente a rejeitar Hy : p = 100,
quando Hy € verdadeira.

2. Em Agosto, o gasto médio semanal em alimentagdo sofreu uma alteragdo e passou a ter um valor
1 # 100. Isto € o que acontece na populacdo, mas nds ndo o sabemos porque ndo analisamos a
populacao na totalidade.

Suponhamos que a média amostral X exibia um valor ndo muito diferente de 100, de tal modo
que !X — 100{ < a. Como consequéncia, iriamos decidir nao rejeitar Hy : p = 100, ou seja,
decidir que o gasto médio semanal continuava igual a 100.

Esta decisao seria errada, porque (baseados na amostra) decidiamos que p = 100 e de facto
u#£ 100. O erro cometido era um erro de tipo II, nomeadamente nao rejeitar Hy, quando Hy €
falsa.

Probabilidade dos erros de decisao
As probabilidades dos erros de decisao sdo, neste caso

o = P (Rejeitar Hy|Hy verdadeira) = P (|X —100| > a|p=100) (ndvel de significincia)
B (1) = P (Nao rejeitar Hy |Ho falsa) = P (| X —100| < a|u # 100)

NOTA: O teste que agora expomos, é um teste que minimiza /3 (i), para cada « (nivel de sig-
nificancia) que escolhermos.

Os niveis de significancia mais usados sao o = 0.1 = 10% para uma decisao pouco significante,
a = 0.05 = 5% para uma decisao significante e « = 0.01 = 1% para uma decisao altamente significante.

Regiao de rejeicao ou regiao critica
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Consideremos as hipdteses genéricas para um teste bilateral sobre o valor médio,
Ho: p=po vs Hi: p# o
Ja vimos que podemos

Rejeitar Ho se | X — po| >a  (a > 0)

‘Mas qual o valor de Q?‘

Admitamos que escolhiamos um nivel de significancia « para o nosso teste. Entao
a=P(|X —po|>alp=po)

Trata-se de uma probabilidade cujo valor conhecemos, o que desconhecemos é o valor de a. Mas
se soubermos qual a distribuicdo da v.a. X, podemos trabalhar esta igualdade sobre probabilidades e
portanto deduzir o valor de a.

Suponhamos que a populacao goza das seguintes caracteristicas:

X tem distribuicio normal de valor médio y e varidncia conhecida, 02 =V (X), X ~ N (,u, 02)

Entao a nossa amostra aleatéria (X1, ..., X,,) é constituida por v.a.’s com distribuigao N (,u, 02)
2

~ - P A . ~ o . .
e portanto X tem distribuicdo normal de valor médio p e varidncia o2/n, X ~ N (u, >, isto é
n

X —p

Z=n

Quando Hy : p = pg é verdadeira, Z = /n

Agora ja podemos determinar o valor de a.

~ N (0,1).
X — o

N (0,1)

o B=p0

o = P(!X—uo\>a|M=uo)=P(’\/ﬁX;MO > vt ) =p (12> va
= P(Z<—vn2)+P(Z2>Vat) =0 (—va2)+1-@ (V)=

a a

C e () e (va2) a2 (v <21 (va2))

i)

ou seja

@(ﬁg):l—%@\f%:@*l(l—%>:za/gﬁa:%za/g

Regra de decisao para um nivel de significancia «

— o
Rejeitar Hy se ’X — /m’ > —=2q/2
n

vn

ou de modo equivalente

X —

Rejeitar Hy se

‘ > Za/2
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NOTAS:

e Repare que conseguimos deduzir o valor de a porque soubemos as caracteristicas da populacao
e portanto conseguimos saber qual a distribuicao de X. Repare também que este conhecimento
das caracteristicas da populagao X corresponde a situagao A descrita na seccao 3.5.1.

X — po

o

¢é a estatistica de teste.

o 7 =+/n

e A regiao de rejeicao, para um nivel de significancia o, é Ry = ]—oo, —Za/2 [ U]za/g, —i—oo[.

i , P , .. A )
o A regra de decisdo, para um nivel de significancia « serd a de rejeitar Hy caso zgps = /1 €

R,.
e Quanto ao p — value, ter-se-a

p —value = P (|Z| > zgps |Ho verdadeira) = P (|Z| > zops |t = o) ,

X —
com Z =+/n Ko

~ N(0,1).
pu=Ho

Regra de decisao para um nivel de significancia «
X —
Ko N (0,1)
o H=H0

Estatistica de teste: Z = v/n

Regido de rejeicdo: R, = [—o0, —Za/2 [ U]Za/27 +OO[‘

j —
Rejeitar Hy se Zops = V1 Ho

€ R,

p-value=2P (Z > |zops|) ‘

Exemplo 4.5 Continuacdo do exemplo 4.4
As hipdteses sao

Ho: pn=100 ws Hp: p# 100

Sabemos que o = 15 e que a amostra de n = 25 observacgoes forneceu T = 108.
Admitindo que o gasto semanal em alimentacdo das familias com 2 filhos tem distribuicao normal,

Rejeitamos Hy se

108 — 100
\/2515‘ = 2.667 > 249

Se escolhermos um nivel de significancia o = 5% (para uma decisao significante),
20.05/2 = 20.025 = ®1(0.975) = 1.96

e como

108 — 100
‘\/ 2515‘ = 2.667 > 1.96 = 20025
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decidimos rejeitar Hy : p = 100, ao nivel de 5% de significancia, ou seja, com 5% de significancia,
concluimos que ocorreram altera¢ées no gasto médio semanal em alimentacdo das familias com 2

filhos.
Cadlculo e decisao pelo p — value
Sendo zops = V2528200 = 2,667,

p—value = P (|Z| > |2.667|) = 2P (Z > 2.667) = 2 (1 — P (Z < 2.667)) = 2 (1 — 0.9962) = 0.0076

Dado que p — value < 0.05, decidimos rejeitar Hy : p = 100, ao nivel de 5% de significancia.

Outros testes de hipéteses bilateral para o valor médio

Como foi dito na nota importante, a regra de decisao atras deduzida dependeu do conhecimento
das caracteristicas da populagao X, nesse caso de X (,u, 02).

Quando esse conhecimento é diferente, a regra de decisdo altera-se, mas a alteracao depende
essencialmente da distribuicdo que resulta para X. Recaimos entdo nas situacdes expostas na seccao
3.5.1 e portanto as regras de decisdo para um teste bilateral para o valor médio p, com um nivel de
significancia «, vao ser:
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Figura 4.1: Teste bilateral para o valor médio: Situagdes A, B e D

Figura 4.2: Teste bilateral para o valor médio: Situagao C
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Exemplo 4.6 Medicoes de acidez (pH) de amostras de chuva foram registadas em 12 locais de uma
regido industrial:

51 50 8.8 4.8 8.6 4.7

4.8 4.4 4.5 4.9 4.7 4.8
Por estudos anteriores sabe-se que os registos de acidez da chuva nesta regiago tém distribuicdo
normal.
Poderemos concluir, com 5% de significincia, que os niveis actuais de acidez média da chuva saem
fora do valor de controlo de 4.5 de acidez média na regiao?
Pretendemos testar, com o = 5%, as hipdteses

Hy: p=45 wvs Hy: p#45

sendo p o nivel de acidez média da chuva na regido.
A amostra possibilita a segquinte informacgdo:

_ — __ 546 _ 2 235

O conhecimento da populagdo corresponde a situacdo C' descrita na sec¢do 3.5.1, pelo que a es-
tatistica de teste
X —45
T= — ~ t1o_
Vn S o1 121

Assim a regra de decisdo serd:

X — o
\/’E g ’ > 7fn—l:oz/Q

Ora po = 4.5 e para o = 5%, t,_1.4/2 = t11.0.025 = 2.201.

Rejeitar Hy se

4.55 —4.5
Como |V1 = 0.3747 < 2.201, concluimos que a acidez média da chuva nesta regido

D P
v0.213637

permanece igual ao valor de controlo de 4.5, com uma significincia de 5% nesta decisao.

Cdlculo e decisao pelo p — value

X —45 4.55 — 4.5
Sendo T = \/n———— ~ t11 a estatistica de teste e typs = V12—
VT ot obs V0.213637

p — value = P (|T| > |0.3747|) = 2P (T > 0.3747) = 2 x 0.3575 = 0.715

= 0.3747,

Dado que p — value > 0.05, decidimos nao rejeitar Hy : p = 4.5, ao nivel de 5% de significancia.

Regra de decisao para um nivel de significincia «
‘Hipéteses: Hoy:p=py vs Hy:p# ,uo‘

X — po ~ ¢
g o n—1

Estatistica de teste: T = \/n

Regiao de rejeicao: R, = [—oo, —tn—1:a)2 [ U]tn,lza/g, —i—oo[

f —
Rejeitar Hy se tps = /11— 0

€ R,

‘p—value:2P (T > |tobs|) ‘
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4.6.2 Teste de hipoteses unilateral direito para o valor médio

As hipéteses dum teste bilateral sobre o valor médio p conjecturam se o valor médio de uma
populacdo X tem um valor g ou se ocorreram alteragoes e o seu valor actual é diferente de pg. Mas,
por vezes tem mais interesse saber se essas alteracoes ocorreram no sentido do valor de p ser agora
maior que pg.

Ho: p<po vs Hi:p>po

Veja-se o seguinte exemplo:
Exemplo 4.7 Anuncia-se que um novo tratamento € mais eficaz que o tratamento tradicional para
prolongar a vida de doentes em estado terminal sofrendo de cancro. O tratamento tradicional jd € usado
a algum tempo e sabe-se que a sua aplicacdo provoca um tempo médio de 4.2 anos de sobrevivéncia
com um desvio padrao de 1.1 anos.
O novo tratamento foi administrado a 80 pacientes e os tempos registados de sobrevivéncia a doenca
desde o comeco do tratamento exibiram uma média amostral de 4.5 anos.
Serd que esta informagao corrobora o anuncio feito ao movo tratamento?

As conjecturas em causa $@o

Ho: p<42 wvs Hy: p>4.2

sendo | o tempo médio de sobrevivéncia desde o inicio de um tratamento.

Naturalmente a regra de decisdGo passa por rejeitarmos a hipotese Hy @ u < 4.2 se (X_ 4.2) for
muito grande, isto é se (Y — 4.2) >b comb>0.

Mas qual a distribuicdo de X ? Se considerarmos que o desvio padrdo se mantém com o valor
de 0 = 1.1 anos, estamos no caso da situacdo B descrita na seccao 3.5.1, porque nao se conhece a
distribuicao da populacdo X -tempo de sobrevivéncia desde o inicio de um tratamento, mas se conhece
a sua varidncia e se tem uma amostra de dimensdo n = 80 > 30. Portanto, podemos dizer que a
estatistica de teste,

X —

tem distribuicao aprozimada N (0,1)

ou seja, que

X —
B0 2 N(0,1)
g H=[0

Z=n

Entao, para um nivel de significancia o,

a = niaXP (Rejeitar Ho |Hy verdadeira) = max P(X-42>b|p<42)=P(X -42>blp=42) =
H<po p<a.

)

b b
Considerando a =1 — @ (ﬂ) n—~® 1 (l-a)=2z,
o o
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Regra de decisao para um nivel de significancia o

Rejeitar Hy se X — 4.2 > 7

n

Za

ou de modo equivalente

X —4.2
Rejeitar Hy se /n ———— > 2,
o

Para a amostra obervada e para os valores populacionais conhecidos: n =80, T = 4.5, 0 = 1.1.
Se considerarmos um nivel de significancia o = 10%, zg1 = ®~1(0.9) = 1.28,
X —4.2
Zobs — 80T =2.4393 > 1.28 = 20.1

pelo que, decidimos que a amostra corrobora o anuncio de que o novo tratamento prolonga a vida dos
doentes, com uma significancia de 10% na decisao.

X —
PO N (0,1) € a estatistica de teste.
g H=H0

o Z=1/n
o A regido de rejei¢ao, para um nivel de significincia o, € Ry = |zq, +00[.

o A regra de decisdo, para um nivel de significancia o = 10% serd a de rejeitar Hy caso
T —
Zobs = \/ﬁ O_MO S RO.I = ]1.28, —|—oo[.

o Como zyps = 2.4393 € Ry.1, decidimos rejeitar Hy.

e Quanto ao p — value, ter-se-d

p —wvalue = P(Z > zgps) = P(Z > 2.44) =1 —0.9927 = 0.0073,

comZ ~ N(0,1). Assim p—value < 0.1 (&) permite-nos decidir pela rejeicio de Hy ao nivel
H=io

de 10% de significincia.

NOTA IMPORTANTE: Repare que conseguimos deduzir o valor de b porque soubemos as
caracteristicas da populagao e portanto conseguimos saber qual a distribuicao de X. Repare também
que este conhecimento das caracteristicas da populagao X corresponde a situagao B descrita na
seccao 3.5.1.

Para esta e outras situagoes referentes ao conhecimento da populagao e da amostra tem-se a titulo
de resumo:
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Figura 4.3: Teste unilateral direito para o valor médio: Situages A, B e D

Figura 4.4: Teste unilateral direito para o valor médio: Situagao C

4.6.3 Teste de hipoteses unilateral esquerdo para o valor médio

Mas também pode ter interesse saber se as alteracoes de p ocorrem no sentido do seu valor ser
menor que pg, quando antes era > fig.

Ho: p>po vs Hi:p<po

Vejamos o seguinte exemplo:
Exemplo 4.8 Num processo de fabrico de placas de wvidro, produzem-se bolhas que se distribuem
aleatoriamente pelas placas. Com base na abundante informacao recolhida pelo departamento de qual-
idade, a densidade média das bolhas estimava-se, até hd pouco tempo, em 0.4 bolhas/m?.
Recentemente fez-se uma tentativa de melhorar o processo produtivo, em particular no tocante ao
aparecimento deste tipo de defeito. Depois de serem introduzidas alguma alteracées no processo de
fabrico, recolheu-se wma amostra constituida por 15 placas de 4.5 m?, e registou-se o nimero de bol-
has em cada uma delas. A média da amostra foi de T = 0.317 bolhas/m? e o desvio padrdo amostral
foi de s = 0.2254 bolhas/m?>.
Verifiquemos, ao nivel de significancia de 5%, se a densidade esperada de bolhas por m? diminuiu.
Se u representar a densidade média de bolhas/m?, as hipéteses que estio em causa sdo:

Hy: p>04 wvs Hy: pup<04

Face a presente hipdtese nula Hy : > 0.4, a regra de decisao mais natural passa por rejeitarmos
a hipotese Hy : p > 0.4 se (Y — 0.4) for muito menor que 0, isto € se (Y — 0.4) < —c com c > 0.

Mas qual a distribuicdo de X ¢ Se considerarmos que a distribui¢do da populagio X -n° de bolhas/m?
tem distribuicao normal, desconhecemos a sua variancia e portanto estamos no caso da situacao C
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descrita na sec¢ao 3.5.1. Assim, a nossa estatistica de teste e a sua distribui¢io (quando p = 0.4)
500:

X—po
S pmmo T

T=a

Para um nivel de significancia o,

a = max P (Rejeitar Hy |Hy verdadeira) = >%>§1P (X -04<——clp>04) =
pn=>0.

X —04 c

= P(X—O.4<—c,u:0.4):P<\/ﬁX —\/ﬁs

KL ig) (e -vi)

Logoa:P(T<—\/ﬁ%><:>a:P<T2\/ﬁ%>:/ﬁgztn_lza

Regra de decisao para um nivel de significincia o

— S
Rejeitar Hy se X — 0.4 < —%tn_lza

ou de modo equivalente

X —-04
Rejeitar Hy se /n 404

S < _tn—l:a

Comon =15, T =0.317, s = 0.2254 e, para o = 5%, tp—1.0 = t14:0.05 = 1.76
T—04

0.317—-0.4
= V15— = —1.42617 > —1.76 = —t14:0.05

fobs = v/ 0.2254

decidimos nao rejeitar Hy ao nivel de significancia de 5%, ou melhor dizendo, decidimos que a den-
sidade esperada de bolhas/m? ndo parece diminuir, sendo de 5% a significancia desta conclusao.

Em resumo, e aplicando a metodologia proposta para a realizagdo de um teste de hipoteses paramétrico,
tem-se

o Estimador da média ju: a média amostral, X .

X -04
————— ~ t14 € a estatistica de teste e a sua distribuicdo quando p = 0.4.

* T=vn S p=04

e A regido de rejeicdo, para um nivel de significancia o = 5%, € Ry = |—00, —t14:[ = | —00, —1.76].

o A regra de decisao, para um nivel de significincia o = 5% serd a de rejeitar Hy caso
T—04
tobs = \/ﬁ € Roos = ]—OO, —1.76[.

o Como typs = —1.42617 ¢ Ry o5, decidimos nao rejeitar Hy.

e (QQuanto ao p — value, ter-se-d
p —value = P (T < tgps) = P (T < —1.42617) = P (T > 1.42617) = 0.0879,

Assim p — value > 0.05 («) permite-nos decidir pela nao rejei¢ao de Hy ao nivel de 5% de
significancia.
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NOTA IMPORTANTE: Repare que conseguimos deduzir o valor de ¢ porque soubemos as
caracteristicas da populacao e portanto conseguimos saber qual a distribuicao de X. Repare também
que este conhecimento das caracteristicas da populacdo X corresponde a situagao C descrita na
seccao 3.5.1.

Para esta e outras situagoes referentes ao conhecimento da populacéo e da amostra tem-se a titulo
de resumo:

Figura 4.5: Teste unilateral esquerdo para o valor médio: Situagoes A, B e D

Figura 4.6: Teste unilateral esquerdo para o valor médio: Situagao C
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4.7 'Teste de hipdéteses para a variancia

Nesta seccao vamos dedicar a atencao exclusivamente a hipdteses que estabelecem conjecturas
sobre a variancia o2 = V (X) de uma populacio X.

Os procedimentos e os conceitos sao similares aos utilizados nas dedugoes dos testes para o valor
médio.

Os pressupostos a estabelecer sobre a amostra aleatoria sao:

1. Considerar uma amostra aleatéria (Xi,...,X,) de dimensao n da populagao X;

2. A populacdo X ter uma distribuicio normal com valor médio y e varidncia o? desconhecidas.

Vamos adoptar o estimador da varancia o2,

n

1 <\ 2
S2:EZ(XZ~—X)
i=1

que, a ser satisfeita a condi¢ao 2. sobre a normalidade da populagao, tem distribuicao de amostragem:

n—1)52
X2:( 2) NX’?L—].

g

4.7.1 Teste de hipdteses bilateral para a variancia
Consideremos as hipéteses
Hy: 0*=02 vs Hy: o0°#0f

2 = 0(2) se a amostra nos fornecer uma estimativa

2

52 muito ”diferente” de ag . Dito de outro modo, se o quociente — for muito pequeno ou se for muito
o
0
: 4 : (n - 1) 52 £ ” M 99
grande. Mas se isto acontecer, também o quociente ————— deverd ser ”demasiado” pequeno ou
o
0
”demasiado”grande. Numa formulagdo matemdtica, deveremos rejeitar a hipétese de o = o3 se,

Naturalmente que devemos rejeitar a hipdtese o

-1 2 -1 2
(nO_Q)S<a ou (710-2)S>b
0 0

Mas qual o valor de a e de b? Ora, quando o2 = 08, a estatistica de teste e respectiva distribuigao
de amostragem sao:
(n—1)8° 2

Xn—1
of  o*=a}

X? =

(tem distribuicdo do qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade). Entao, para um nivel de sig-
nificancia «a,

a = P (Rejeitar Hy |Hy verdadeira) = P <(”2)5 - a) L p <(nZ)S N b)
O'O 0-0
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Repartindo a probabilidade o em partes iguais pela cauda esquerda e direita da distribuicao X%—p
tem-se

2 2
a= Xn—l:l—a/Q e b= Xn—l:a/2‘
Entao, para um nivel de significincia «a, a regiao de rejeicao fica definida por:
Ry = (0, x? {U} 2 +oo[
« 'y An—1:1—a/2 Xn—l:oz/Q’

e rejeitaremos Hy se

2
9 (n—1)s
xobs = 702 c Ra-
0

Regra de decisao para um nivel de significancia «

Regiao de rejeicao: R, = [079(271:1704/2 { U}X?«Lq;a/m +oo[

—1)s?
Rejeitar Hy se 22, = u € R,
90
p-value=2 min (P (X2 < :L’gbs) , P (X2 > x?)bs))

Figura 4.7: Teste bilateral para a variancia

0 2 Y2
’{n-1:14:w’2 '{n-1:m’2

4.7.2 Teste de hipoteses unilateral direito para a variancia

Consideremos as hipéteses

Hy: 0* <o} vs Hy:o®>a}
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Naturalmente que devemos rejeitar a hipétese 02 < o2 se a amostra nos fornecer uma estimativa

52 n—1)5?
S? para a qual o quociente — € muito grande. Mas se isto acontecer, também o quociente %
o 90

devera ser ”demasiado”grande. Resumindo, deveremos rejeitar a hipétese de o2 < 08 se,

—1)8?
X2 = 7(71 2) > a.
90
—1)5?
Mas qual o valor de a? Ora, quando ¢? < 08, a estatistica de teste X2 = % tem
90
distribuigao
X2 — (n—1)52 9
- 0_(2) 02203 Xn—1
(X? tem distribuicdo do qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade)
Para um nivel de significancia «,
—1)8?
o = max (Rejeitar Hy |Hy verdadeira) = P ((712) > a) =P (X2 > a)
o<op 99

o que implica,

2
4= Xpn—1l:.a-

Regra de decisao para um nivel de significancia «

Regiao de rejeicao: R, = ]X%,lza, +oo[

Rejeitar Hy se 2%, € Ry
p-value=P (X2 > z? )

obs

Figura 4.8: Teste unilateral direito para a varidncia

n-1: o
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4.7.3 Teste de hipoteses unilateral esquerdo para a variancia
Consideremos as hipéteses
Hy: 0> >0 vs Hy:o® <o}

Neste caso devemos rejeitar a hipétese o2 < 03 se a amostra nos fornecer uma estimativa S? para

S2 (n—1)5?

a qual o quociente —5 ¢ muito pequeno. Mas se isto acontecer, também o quociente 5 devera
o o
0
ser ”demasiado” pequeno. Deveremos entdo rejeitar a hipétese de o2 > O'% se,
n—1)52
X% = (n=15 2) <a
90
Mas qual o valor de a? Ora, quando o2 > og, a estatistica de teste passard a ser
n—1)5?
X2 — ( ~ 2_
0_8 02:0(2) Xn—1
(X? tem distribuicdo x2_;). Entdo, para um nivel de significancia a,
- . n—1)52
a = max P (Rejeitar Hy |H( verdadeira) = P % <a|=P(X*<a)
02208 99

Isto implica que

2
4= Xpn—1:1-a*

Regra de decisao para um nivel de significancia «

Regiao de rejeicao: R, = [vazz—l:l—a[

n—1)s?
Rejeitar Hy se 2%, = % € R,
20

p-value=P (X2 < xibs)

Exemplo 4.9 A admnistracdo de uma SAD reclama que o investimento nas suas acg¢oes € sequro e
que o desvio padrao do preco das accées € inferior a 2 euros. Suponha que estd interessado numa
eventual compra de acgoes desta SAD mas, antes de fazer a compra decide testar a veracidade das
afirmacdes da administracao. Para tal escolheu aleatoriamente 30 dias dos dltimos 8 anos e registou
o preco das accoes. A amostra facultou um desvio padrdo amostral de s = 1.70 euros.

Serd que esta estimativa indica, ao nivel de 5% de significancia, que a administracao da SAD estd
a dar informacdo verdadeiras?

Queremos testar

Hy: 0>2 ws Hi:0<2

que € equivalente a testar
Hy : o2>4 ws Hy: o?<4.

A informagdo amostral disponivel é:
n=30 a=0.05 s*=170%=2.89

De acordo com a metodologia proposta para a realizacao do teste, tem-se
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Figura 4.9: Teste unilateral esquerdo para a variancia

“n-1-o

Hipé6teses: Hy: 02 >4 wvs Hy: 02><4

n

. 1 =\ 2
Estimador de o2: S§% = o Z (XZ- — X)

n — -
=1
n—1)52 2952
Estatistica de teste: X2 = (7 ~ 2 x4 2
o2 202 Xn—1 R X29

Regiao de rejeigao para um nivel de significancia a = 5%:

Ro.05 = [0, ¢, sendo ¢ o valor que satisfaz:

a=5% = P(X?€Ryp)e005=P(X*<c)eP(X*>c)=0.95
& c= X39.095 = 17.708
Ro.05 = [0,17.708]

29 x 2.89
Decisdao: Como %, = — = 20.953 e 22, ¢ Ro.os, ndo devemos duvidar das afirmagées da

admnistra¢ao da SAD, com uma significancia de 5%.

Para uma decisao fundamentada no p — value, tem-se

p—value = P (X? < 22,) = P (X? < 20.953) = 0.1391 > o (a = 5%)

obs

pelo que, ndo devemos duvidar das afirmacgoes da admnistragio da SAD, com uma significincia de

5%.
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4.8 Qutros testes de hipdoteses

Para outros testes de hipoteses usuais, limitamo-nos a apresentar os quadros resumos das es-
tatisticas de teste a utilizar e respectivas regras de decisao.

4.8.1 Teste de hipdteses para a proporcgao

Exemplo 4.10 Um comerciante admite que a possibilidade de um cliente adquirir pelo menos um
produto na sua loja € constante e de valor superior a 0.4. Durante um més, contou o numeros de
clientes que entraram na loja assim como 0s que fizeram alguma compra, tendo registado os valores
878 e 495, respectivamente. A informacao recolhida permite corroborar as suas suspeitas?

As hipdteses a teste deverdo ser

Hy: p<04vs H : p>04

que vamos testar com um nivel de significincia o = 10%.
A informacao disponivel é:

po=04 p=495/878 =0.56 n =878 2z, = z0.10 = 1.28

p—0.4

A regra de rejeicao é: Rejeitar Hy se Z = \/n———————— > 2
g jeig ] 0 Vn TR
Ora
0.56 — 0.4
Zops = V8T8 ————— =9.68 > 1.28

0.4(1—0.4)

Decisao: O comerciante nao deve duvidar das suas suspeitas, com uma significancia de 10%.

p —value = P(Z > zyps) = P(Z > 9.68) = 0 < 0.10 («)

4.8.2 Teste de hipoteses para comparagao do valor médio de duas populacoes
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Exemplo 4.11 A FNN decidiu comprar fatos novos para os atletas. Adquiriu 6 fatos da marca mais
cara (Tipo A) e 7 da marca mais barata (TIPO B) e enviou-os para um laboratdrio, onde se registaram
os tempos de duracdo até romperem. Os registos, em horas, aparecem na tabela que se segue:

Tipo A: 1400 1725 1610 1605 1950 1575

Tipo B: 1615 1665 1730 1755 1632 1606 1790

Admitindo que o tempo de duracdo dos fatos para cada marca tém uma lei normal com a mesma
variancia, poderd dizer, com uma significancia de 5%, que as duragoes médias dos fatos das duas
marcas sao idénticas?
Estime por intervalo de 95% de confianca a diferenca entre as durag¢oes médias dos fatos de cada
marca.

As hipdteses a testar deverao ser

Ho: pn = p2 vs Hy: py # p2

que vamos testar com um nivel de significincia o = 5%.
Supondo que o tempo de duracdo dos fatos tém distribuicdo normal e que sdo iguais, temos:
ny =6 x=1644.17 s} =18285" ny=7 y=1684.71 s3=73.37" s =199469.5539

tn1+n2—2:a/2 = 111:0.025 = 2.201

A regra de rejeicao €: Rejeitar Hy se | ———=| > lp, 1n,—2:0/2

Ora

1644.17 — 1684.71

1 1
446.62,/ & + 1

Decisao: Com uma significancia de 5%, nao existe evidéncia para dizer que os tempos médios de
duracao sao distintos.

O intervalo de confianca (1 — ) = 1—0.05 = 0.95 para p1 — pe2 € a regidgo de ndo rejeicio do teste
das hipoteses

=0.163 < 2.201 = t11.0.025

Ho: py = po vs Hy o py # po
O intervalo de (1 — «) de confianca para py — pg €

[ _ 1 1 — 1 1
X-Y -~ ZL/nlJrn272:oz/2 Sp ;1 + TL727X -Y + tn1+n272za/2 Sp nil + 7’12:|

e a estimativa para a diferenca médias das duracdes dos fatos é

1644.17 — 1684.71 — 2.201 x 446.624/ % + %, 1644.17 — 1684.71 + 2.201 x 446.624 / % + %

= [—587.437,506.357]
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Tabela 4.2: Testes de hipdteses bilateral para o valor médio
Ho: p=po vs Hi:p#po
Situacao | Conhecimento de X e da amostra
X —
Estatistica de teste: Z = /n Koo N (0,1)
o p=po
A X ~ N (p,0?) com o2 conhecida | Regido de rejeiao: Rq = ]—o0, _Za/Q[U ]Za/27 +oo|
Rejeitar Hy se zops = \/ﬁx — Ho € R,
o
p —value =2 x P(Z > |zops))
s Y — M0 a
Estatistica de teste: Z = v/n ~ N(0,1)
g H=H0
B X ~? com o2 conhecida e n > 30 Regiao de rejeicao: R, = ]—007 —Ra/2 [ U ]Za/Zv +OO[

j —_
Rejeitar Hy se zops = /10 Ho ¢ R,
o

p —value = 2 X P(Z > ‘Zobs‘)

X — po
S H=H0

Estatistica de teste: T = \/n

C X ~ N (p,0?%) com o2 desconhecida | Regiao de rejeicao: Ry = | =00, —tn_1 /2 (U]t /2 +oo|

Rejeitar Hy se tops = \/ﬁm —Ho ¢ R,

s
p —value =2 x P (T > |tops|)
s y — K0 a
Estatistica de teste: Z = v/n ~ N(0,1)
S H=H0

D X ~? com o2 desconhecida e n > 30 | Regiao de rejeicao: Ry = ]—007 —Za/2 [ U ]Za/Qv +OO[

T — o

Rejeitar Hy se zpps = /1 € R,

p—'l)(llue =2 X P(Z > |ZObS‘)
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Tabela 4.3: Testes de hipdteses unilateral direito para o valor médio
Ho: p<po vs Hi:p>pp
Situacao | Conhecimento de X e da amostra
X —
Estatistica de teste: Z = /n Koo N (0,1)
o H=H0
A X~N (u, 02) com o2 conhecida Regiao de rejeicio: Ry = |24, +00]
Rejeitar Hy se zpps = \/ﬁx —Ho ¢ R,
p —value = P (Z > zyps)
sy Y — Mo a
Estatistica de teste: Z = /n ~ N(0,1)
o p=po
B X ~7? com o2 conhecida e n > 30 | Regido de rejeicdo: Ry = ]za, +00]
Rejeitar Hy se zpps = \/ﬁx —Ho R,
o
p —value = P (Z > zps)
X —
Estatistica de teste: T = \/n Ho tn1
S p=po
C X~N (u, 02) com o2 desconhecida | Regido de rejeicio: Ry = |tn—1:0, +00]
Rejeitar Hy se tops = \/ﬁm — Ko € R,
p —value = P (T > typs)
fats X - Ho a
Estatistica de teste: Z = /n ~ N(0,1)
H=Ho
D X ~7? com o2 desconhecida e n > 30 | Regido de rejeicao: Ry = ]za, +00]
Rejeitar Hy se zpps = \/ﬁx — Ko € R,

p —value = P (Z > zps)
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Tabela 4.4: Testes de hipéteses unilateral esquerdo para o valor médio
Ho: p>po vs Hi:p<p
Situacao | Conhecimento de X e da amostra
Estatistica de teste: Z = \/ﬁY “H LN (0,1)
o p=po
A X~N (u, 02) com o2 conhecida Regiao de rejeicao: Rq = |—00, — 24|
Rejeitar Hy se zgps = \/ﬁj —Ho ¢ R,
p —value = P (Z < zops)
Estatistica de teste: Z = \/ﬁY “H (0,1)
o p=po
B X ~? com o2 conhecida e n > 30 Regido de rejeicdo: Ry = |—00, —zq4|
Rejeitar Hy se zops = \/ﬁj —Ho R
p —value = P (Z < Zops)
Estatistica de teste: T = \/ﬁY ; Ho ol tn_1
C X ~N (u, 02) com o2 desconhecida | Regido de rejeigao: Ry = |—00, —tn—1.af
Rejeitar Hy se tops = \/ﬁf —Ho ¢ R,
p —value = P (T < typs)
Estatistica de teste: Z = \/ﬁY —Ho uio N (0,1)
D X ~? com o2 desconhecida e n > 30 | Regiao de rejeicao: R, = ] =00, =24
Rejeitar Hy se zops = \/ﬁj —HO ¢ R,

p —value = P (Z < Zops)
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Tabela 4.5: Testes de hipdteses para a variancia

cg2 — 52 .52 2
Hy:0°=0f vs Hi: 0° # 0§

Condigoes de aplicagao

X~N (,u, 02), i desconhecido | Regiao de rejeicio Ry = [0,X2

_1)Q2
Estatistica de teste: X2 = % ~

n—1:1—a/2

C1Ve2
Rejeitar Hy se x2, = (n 01)5 € R,

2
obs 5

obs

0]

p—value:2><mi]r1(P(X2<x2 ),P(X2>a;

os))

Hy:0? > 0% vs Hy: 0® < o}

Condigoes de aplicagao

(n—1)S?

Estatistica de teste: X2 = —
0

~

X ~ N (p,0%), p desconhecido | Regido de rejeicio Ra = [0,x2_1.1_al

N2
Rejeitar Hy se 22, = =" ¢ R,

obs o3

p—value:P(X2<w2 )

obs

2
0“=0g

2
2 Xn—1

H()ZUQSO'(% U8H1202>08

Condicoes de aplicacao

_1)Q2
Estatistica de teste: X2 = (n 12)5 ~

90 o2=c

X ~ N (p,0?), pdesconhecido | Regido de rejeicio Ry = [X2_ 1.0 +00[

V2
Rejeitar Hy se 22, = % € R,

obs 2

p—value:P(X2>3:2 )

obs

2
5 Xn—1
0

74
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Tabela 4.6: Testes para a proporcao, p

Hy: p=po vs Hy: p#po

Condigoes de aplicagao

X ~ B(1,p), n>30

Estatistica de teste: Z = \f\/% < N(0,1)
po(1—po) p=po

Regiao de rejei¢ao: R, = ]—oo7 —Za/2 [ U]Za/27 +00[

Rejeitar Hy se zops = /n—2=2o—

v/ Po(1—po)

p —wvalue =2 X P(Z > |zops|)

Hy: p>po vs Hi: p<pog

Condigoes de aplicagao

X ~B(1,p), n>30

Estatistica de teste: Z = /n—22— P—po 2

N (0,1
v/ Po(1=po) p=po (0.1)
Regiao de rejeicao: R, = ]—oo, —Za/g[

Rejeitar Hy se zops = /n—L=Lo—

v/Po(1=po)

p —value = P (Z < zpps)

Hy: p<pyvs H: p>pg

Condigoes de aplicagao

X ~B(1,p),n>30

Estatistica de teste: Z = f\/P%O) < N(0,1)
Po(1—po) p=po

Regiao de rejeicao: R, = ]Za/z, +oo[

Rejeitar Hy se zops = /n—220— P—po

v/Po(1=po)

p —value = P(Z > zops)
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Tabela 4.7: Testes de hipdteses para comparacao de dois valores médios

Hy: px = py vs Hx : ux # py
Situacao | Condicoes de aplicagao
A X ~N(px,0%),Y ~N (py,0%) Estatistica de teste: Z = jg_? — ~ N(0,1)
"7x+"y HX =Ky
"’LX ’!LY
0%, 0% conhecidas Regiao de rejeicao: R, = ]—oo, —Za/2 [ U ]Za/27 +oo[
Rejeitar Hy se zops = ———2— € Rq
X %
wx Ty
p—value =2 X P(Z > |zops))
B X~N (,ltx, a_%() Y ~N (uy,a%) Estatistica de teste: T = X:Y = ~  lnytny—2
P\ nx Ty HX=HY

2 _ ;2 :
0% = oy desconhecida

Regiao de rejeicao: R, = ]—oo, iy tny —2:a/2 [ U ]tnx+ny_2;a/27 +oo[

8

Rejeitar Hy se tops = —F—L—

p —value =2 X P (T > |tops|)

C X~ Y ~7 Estatistica de teste: Z = 52_37 = < N(0,1)
Ix L Ty HX=HY
’I'LX 'VLY

Ug(, O’%/ conhecidas, nx e ny > 30 Regiao de rejeicao: R, = ]—oo, —Za/2 [ U ]Za/27 +oo[

8

Rejeitar Hy se zpps =

3|9

x\xw

+ |k

3|9

A
m
=
Q

p—wvalue =2 X P(Z > |zops|)

X ~7Y ~? Estatistica de teste: Z = —2X=Y L N(0,1)
S22 s2 —
e TR

0% ,0% desconhecidas, nx e ny > 30

Regiao de rejeicao: R, = ]—oo7 —Za/2 [ U ]Za/Qa +OO[

Rejeitar Hy se zops =

N

M) E?\

<
m
oy
Q

w
o

<
+

3
%
3

p—value =2 x P(Z > |zops])
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Hy: px > py vs Hi:opx < py
Situacao | Condicoes de aplicagao
A X~N (,ltx,O'X) Y~N (uy,ay) Estatistica de teste: Z = % ~ N(0,1)
X oY mx=py
nx ny
0% ,0% conhecidas Regiao de rejeigio: Ry = |—00, —2z4]
Rejeitar Hy se zops = f ] € R,
\ = X+
p —value = P(Z < zZops)
B X~N (,ux, O'X) Y~N (,uy,ay) Estatistica de teste: T = X Y box+ny —2
Spy/wx “x ny Mx= MY
0% = o desconhecida Regiao de rejeigao: Ry = |—00, —tny tny —2:a]
Rejeitar Hy se tops = I 37+
p —value = P (T < tops)
C X ~2Y 7 Estatistica de teste: Z = —2=X— N (0,1)
s x 42 Y X = #y
0% ,0% conhecidas, nx e ny > 30 Regiao de rejeigio: Ry = |—00, —2z4]
Rejeitar Hy se zops = f ] € R,
X +e
p —value = P(Z < zZops)
/e X-Y a
D X ~7Y ~7 Estatistica de teste: 7 = ———— ~ N (0,1)
Sk 4 5y px=py
nXx ny
0%, 0% desconhecidas, nx e ny > 30 | Regiao de rejeicio: R, = ]—00, —24]
Rejeitar Hy se zops = f_g — € R,
SX + by
nx ny
p —value = P (Z < zgps)
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Ho: px <py vs Hy: px > py
Situacao | Condicoes de aplicagao Regra de rejeicao
A X ~N (px,0%).Y ~N (uy,0%) Estatistica de teste: Z = % ~ N(0,1)
X 7% px=py
nx ny
0% ,0% conhecidas Regiao de rejeigio: Ry = ]za, +00[
Rejeitar Hy se zops = f ] € R,
\ = X+
p —value = P(Z > zops)
B X~N (,ux, O'X) Y~N (,uy,ay) Estatistica de teste: T = X Y box+ny —2
P/ “X ny BX= MY
0% = o desconhecida Regiao de rejeigao: Ra = Jtny 1ny —2:a5 +09[
Rejeitar Hy se tops = I 37+
p —value = P (T > tops)
C X ~2Y 7 Estatistica de teste: Z = —2=X— N (0,1)
/2 x 42 Y KX = #y
0% ,0% conhecidas, nx e ny > 30 Regiao de rejeigio: Ry = ]zq, +00[
Rejeitar Hy se zops = f ] € R,
X +e
p —value = P(Z > zops)
D X ~7Y ~7 Estatistica de teste: Z = % <~ N(0,1)
57X+37y HX =Py
0%, 0% desconhecidas, nx e ny > 30 | Regiao de rejeicio: Ry = ]2, +00]
Rejeitar Hy se zops = f ] = € R,
SX +
p —value = P (Z > zgps)




Capitulo 5

Teste de ajustamento do Qui-Quadrado

Por vezes as conjecturas (hip6teses) sobre uma certa populagao em estudo, nao incidem sobre um
parametro da distribuicao dessa populagdo, mas sim sobre a prépria distribuicao da populagdo. Os
testes destas hipdteses dizem-se testes nao paramétricos.

Neste capitulo vamos apresentar um teste nao paramétrico especifico para averiguar se uma dada
populagao (ou v.a.) tem uma distribuigao F' preconizada, isto é um teste para as hipdteses:

Hy: X ~F () vs H : X = F(-)

O teste que descrevemos intitula-se teste de ajustamento do qui-quadrado e apresenta a vantagem
de se poder aplicar a qualquer distribuicao preconizada para uma populagdo, mas a desvantagem de
exigir que as amostras sejam grandes.

Consideremos uma amostra (Xi, ..., X,) de uma populagao X,
m
e Agrupada em m classes Ay,..., A, disjuntas e verificando U A; = Sx, com Sx o suporte de
i=1
X~ F();
e Sejamp;, =P(X €4;), i=1,...,m
m
O<pi<l, i=1...,m e » p=1
i=1
e Seja O; o n.° observado de valores amostrais que pertencem & classe 4;, i =1,...,m.

m
0<O;<n, i=1,....,m e ZOi:n
i=1

Os valores O;, © = 1,..., m sao designados por frequéncias observadas.

e Admitindo verdadeira a hipdtese Hp, sejam
poi = P (X € A;|Hp verdadeira), i =1,...,m
E;=nx P (X € A;|Hy verdadeira) =n X pp;, i=1,...,m
m
O<E;<n, i=1,....,m e ZEZ':TL
i=1
FE; é designado por frequéncia esperada da classe A;, caso Hy seja verdadeira.

79
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e A estatistica do teste do qui-quadrado é

m

x2=%" (0i — Ep)*

Nota: Essencialmente, a estatistica X2 é uma medida ponderada das discrepancias entre as
frequéncias observadas O; e a frequéncias que se esperam observar E;, quando Hy é verdadeira.

e Quando Hj é verdadeira,

m

O — E‘)Q "
X2 — ( 1 1 i~ 2
Z,Z_; Ei sob H, Xmierl

sendo m o numero de classes e p o nimero de parametros estimados da distribuicao considerada
na hipétese nula.

e Sendo necessario estimar parametros da distribui¢do preconizada na hipétese nula, devem ser
utilizados os respectivos estimadores de maxima verosimilhanca.

e A hipétese Hy deverd ser rejeitada para grandes valores da estatistica de teste. Como tal, a
regiao de rejeigdo é um intervalo Ja, +oo[, a > 0.

Para um nivel de significancia «,
a=P (X2 > a|Hy verdadeira)

pelo que a = an_pﬂza e a regiao de rejeicao é:
Ry = ]Xgn—zﬂrl:a’ +oo[

e Dado o valor observado da estatistica de teste, ;Ugb <> € para um nivel a de significancia, decidimos
rejeitar Hy se:

2 . 2 2
Tops € Ray  OUSEJR, S€  Xghs > Xip—ptilia-

e Nota: Quando uma classe tem frequéncia esperada E; < 5, devemos fundi-la com a classe (ou as
classes adjacentes) até que a nova frequéncia esperada tenha um valor que nao inferior a 5. O
valor da frequéncia observada O; deve ser reajustado, assim como o nimero m final de classes.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 5.1 Uma mdquina de café de utilizagao doméstica € vendida em 4 cores: preta (A1), branca
(A2), vermelha (As) e castanha (A4). Pretende-se saber se os consumidores manifestam a mesma pre-
feréncia por qualquer cor, isto é, se a v.a. X -cor escolhida por um cliente, tem funcdo de probabilidade:

X A Ay Az Ay

1/4 1/4 1/4 1/4
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As hipdteses a testar sdo:
Hy:pi=P(A;)=1/4, i=1,...,4 wvs Hy:p;,=P(A;) #1/4,para algum i

Para tal, numa sondagem a 300 compradores deste equipamento, foi reunida a segquinte informag¢ao
acerca da cor da mdquina que adquiriram:

X | A Ay A3 A

0; 190 88 62 60

Parai=1,...,4, E;=nXxpy=300x1/4="T75¢e

90 —75)%2 (88—75)% (62—75)% (60— 75)°
9 ( )+( )+( )+( )

_ — 10.
Tobs 75 75 75 75 0-5067

Para um nivel de 5% de significancia, x3_1.0.05 = 7-815, pelo que Rg o5 = ]7.815, +o0].

Como a:gbs = 10.5067 € Ro.o5, rejeitamos a hipdtese Hy, ou seja, com 5% de significancia con-
cluimos que existe evidéncia estatistica para afirmar que os consumidores manifestam diferentes pre-
feréncias pela cor da mdquina.

Valor-p associado a nossa decisdo:
p —value = P (X2 > %, |Ho verdadeim) =P (X% > 10.5067) =0.0147,

que sendo inferior a o = 0.05, confirma a decisdo de rejeitar Hy.

Exemplo 5.2 (Teste de ajustamento para uma distribui¢cao de Poisson)
O numero de avarias registadas diariamente numa mdquina, suspeita-se ter distribuicao de Pois-

son. Recolhida informacdo didria sobre o nimero de avarias corridas durante 260 dias de laboracdo,
obtiveram-se os sequintes valores:

N.° de avarias 0 1 2 3

N.° de dias, O; | 102 96 48 1/

Sendo X -n.° de avarias didrias, queremos testar as hipoteses
Hy: X ~P(\) wvs Hp:X»~P(\)

Corpo A tem valor desconhecido, teremos de o estimar usando 0 estimador de madzrima verosimili-
han¢a A\ = X. Para a presenta amostra, obtemos uma estimativa A = 234/260 = 0.9.

Consideremos as classes Ay = {0}, As = {1}, A3 = {2}, A1 = {3,4,...}. Na tabela a sequir,
apresentamos os valores de: po; = P (X €A |X~P(N)),i=1,....4 ¢ as frequéncias esperadas
FE; =300 Xp()z',i = 1,...,4.
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Classe 0 1 2 8 ou mais
Poi 0.4066 0.3659 0.1647 0.0628
E; 105.716  95.134 42.822 16.328

O wvalor observado da estatistica do qui-quadrado é:

,  (102—105.716) (96 —95.134)* (48 —42.822)* (14 — 16.328)*

_ = 1.0965424
Tobs 105716 95134 42822 | 16328 096542483

Para um nivel de 10% de sgnificancia, a regido de rejeicao € Ry = ]Xiflflzo.lv —i—oo[ = ]4.605, +o0.
Uma vez que a:zbs = 1.096542483 ¢ Ry 1, nao rejeitamos a hipdtese de o n.° de avarias didrias ter

distribuicao de Poisson.

Valor-p associado a nossa decisdo:
p—value = P (X? > 22, |Hy verdadeira) = P (x3 > 1.096542483) = 0.5779,
que sendo superior a o = 0.10, confirma a decisao de ndao rejeitar Hy.

O teste 4 normalidade da distribuicao de uma populagao tem particular interesse porque nos
permitird saber qual a distribuicio de amostragem a usar para a média amostral X (discussdo sobre
qual das situacoes, nomeadamente as que temos vindo a identificar como A, B, C ou D, aplicar) ou
para a variancia amostral S2.

5.0.3 Teste ao pressuposto da normalidade de uma populacao

O teste 4 normalidade da distribuicao de uma populacao tem particular interesse porque nos
permitird saber qual a distribuicdo de amostragem a usar para a média amostral X (discussio sobre
qual das situacoes, nomeadamente as que temos vindo a identificar como A, B, C ou D, aplicar) ou
para a variancia amostral S2.

Passamos a exemplificar como se utiliza o teste de ajustamento do qui-quadrado para testar as
hipdteses

Hp: X tem distribuicao normal wvs Hjp: X nao tem distribui¢ao normal

Exemplo 5.3 Consideremos a amostra de medi¢oes da acidez (pH) da dgua da chuva apresentada no
exemplo 4.6 acrescida de mais 18 observagoes. Nesse exemplo, admitimos que a populacdo X -"Acidez
(pH) da dgua da chuva’tinha distribui¢ao normal.

Vamos agora testar se este pressuposto se verifica ou nao, ou seja vamos testar as hipoteses:

Hy: X tem distribuicdo normal wvs Hi: X nao tem distribuicdo normal

A nossa amostra era
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51 50 4.6 38 4.8 8.6 4.7 3.8 41 4.2 44 45 3.6 39 J.2

4.3 44 45 49 47 48 41 4.2 45 45 4.6 44 41 4.6 45

correspondendo-lhe uma média T = 4.55 e um desvio padrdo amostral s = 0.462208139.

Comecemos por agrupar os dados da amostra. Para tal consideremos os sequintes intervalos (de-
nominados classes) para agrupamento dos dados: |—o0,3.7], 13.7,4.0], ]4.0,4.3], ]4.3,4.6], ]4.6,4.9] e
14.9, 4o00[.

As frequéncias absolutas observados de observacdes em cada classe sdo:

Tabela de frequéncias

Classe Frequéncia observada
i A; 0;
1] ]-00,3.7] 2
2| ]3.7,4.0] 3
3| 14.0,4.3] 7
4| 14.3,4.6] 11
5| 14.6,4.9] 5
6| 14.9, 400 2
Totais 30

Ora, se a hipotese Hy: X tem distribuicdo normal, for verdadeira, isto €, se X ~ N (,u, 02),
pp=P(A2) = PB7<X<40)=P(X<40)—-P(X <37 =
_ P<ZS4.O—u>_P<Z§3.7—u>_

g o

() ()

que nao podemos calcular porque desconhecemos o valor de p e de o.

Contudo, sabemos que os estimadores X e S? (estimadores de mdzima verosimilhanca de u e o2,
respectivamente) fornecem boas estimativas para p e para a2. Portanto, podemos estimar a anterior
probabilidade, substituindo p por T = 4.38 e 02 por s> = 0.152.
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Assim

Q

40— 3.7—-7x
e = o(20) 4 (57
s s
= &(-0.97) — ®(—1.74) = 0.1251
Nota: Repare que, para o cdlculo da probabilidade, fomos obrigados a usar as estimativas de 2
parametros.

Se repetirmos este raciocinio para as restantes classes, obtemos as estimativas da probabilidade de
clada classe (se Hy € verdadeira):

pr=P(A) = P(Xg3.7)zq><3'7s_”“°):@(-174):00409

ps=P(A3) = PUA0<X<43)~d <4'38_x> —® <408—x> =
= ®(-0.21) — & (—0.97) = 0.2508
pi=P(A) = PA3<X<46)~0d <4‘6s_ x) —® (4‘38_"”) =
= ®(0.56) — ®(—0.21) = 0.2955
ps=P(45) = P46<X <49~ <4‘9sx> —@(4‘68:”> =
= ®(1.33) — ®(0.56) = 0.1959
ps=P(4s) = P(X>49)~1—- (4‘98_ x) =1—®(1.33) = 0.0918

Vamos agora concluir o nosso exemplo. Comecamos por construir wma tabela onde apresentamos
2
(0 — E;)

z de cada classe, assim
i

as frequéncias observadas, as frequéncias esperadas e as parcelas

como o valor observado de X2.
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Classe Frequéncia absoluta | Frequéncia esperada

i A; O; E; (0; — E;)* |E;

1] ]—00,3.7] 2 1.227 0.4870

2| 13.7,4.0] 3 3.758 0.1511

3| ]4.0,4.3] 7 7.524 0.0365

4 | 14.3,4.6] 11 8.865 0.5142

5| ]4.6,4.9] 5 5.877 0.1309

6 | 4.9, +o0o[ 2 2.754 0.2064
Totais 30 30 1.5261=x?,

Repare que as classes Ay, Ay e Ag tém uma frequéncia esperada inferior a 5. Devemos entdo
fundir as classes A1 e Ay assim como as classes As e Ag, dando origem a nova informacdo:

Classe Frequéncia absoluta | Frequéncia esperada
i A; O; E; (0; — E;)? /E;
1| ]—00,4.0] 5 4.980 0.0001
2| ]4.0,4.3] 7 7.524 0.0365
3| ]4.3,4.6] 11 8.865 0.5142
4| 14.6,+00[ 7 8.631 0.53082
Totais 30 30 0.8590=a2,

Se considerarmos um nivel de significincia o = 0.05, temos X3_o_1.0.05 = 3-841 e como

22, = 0.8590 < 3.841 = 2 o5

ndo existem razoes para duvidar de que a populagio X-"acidez (pH) da dgua da chuva”, tem dis-

tribuicdo normal.



4. Teste de Hipdteses 86

Valor-p associado a nossa decisdo:

p —wvalue = P (X2 > a2, | Ho verdadeim) =P (X% > 0.8590) = 0.354,

obs

que sendo superior a o = 0.05, confirma a decisao de ndao rejeitar Hy.

Vejamos outro exemplo, em que o niimero de parametros a estimar para o calculo das frequéncias
esperadas, é diferente.

Exemplo 5.4 Para o exemplo 4.4, precisariamos de verificar previamente se a popula¢do X-"gasto
semanal em alimentacdo (para familias com dois filhos) em Agosto de 2003”tem distribuicao normal
com desvio padrao conhecido e de valor o = 15 euros.

As nossas hipdteses sdao

Hy: X ~N (,u, 152) vs Hy: X nao tem distribuicdo N (,u, 152)

Consideremos o agrupamento da amostra de gastos em alimentag¢do das n = 25 familias, nas
classes A} = ]—00,90], A2 =190,95], A3 =]95,100], A4 = ]100,105], A5 = ]105,110], Ag = |110, 115]
e A7 = |115,400].

Comecemos por exemplificar o cdlculo da frequéncia esperada da classe As.

E; = nxps=25x%P(95< X <100) =
= 25x (P (X <100)— P (X < 95)) =

_ o (P(z< ) _pz< PR 2
15 15
100 — _
TRV B e B iy
15 15

Mas, como desconhecemos o valor de u, teremos de o substituir pela respectiva estimativa de mdxima
verosimilhanca, T = 108.

Nota: Repare que para o cdlculo das frequéncias esperadas, somos obrigados a usar a estimativa
de 1 parametro.

Entao

100 — 95 —
Ey = ~ 2 i — =

= 25 x (®(—0.53) — ® (—0.87)) = 25 x 0.1059 = 2.6475

Completando o cdlculo das restantes frequéncias esperadas, obtemos o quadro resumo da informacgao
amostral:
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Classe Frequéncia observada | Frequéncia esperada

i A; O; E; (0; — E))* | E;

1] ]—00,90] 2 2.8775 0.2676

2 190, 95] 2 1.9275 0.0027

3| 195,100] 2 2.6475 0.1584

4 | ]100,105] 5 3.0650 1.2216

5| ]105,110] 7 3.2750 4.2368

6 | ]110,115] 4 3.2275 0.1849

7 | J115, +o0[ 3 7.9800 3.1078
Totais 25 25 9.1798

Desde logo verificamos que € necessdario aglutinar classes de modo a que todas tenham valor esper-
ada ndo inferior a 5. Fste processo pode conduzir ao sequinte agrupamento final:

Classe Frequéncia observada | Frequéncia esperada
i A; 0; E; (0; — E)* | E;
1] ]—o00,95] 4 4,8050 0.1349
2| 195,105] 7 5.7125 0.2902
3| ]105,115] 11 6.5025 3.1107
4 | ]115, 400 3 7.9800 3.0992
Totais 25 25 6.6350

Estipulando um nivel de significancia o = 0.10, temos x3_1_1.0.10 = 4.605 e como

22, = 6.6350 > 4.605 = 2.0 10
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existem razoes para duvidar de que a popula¢do X -"gasto semanal em alimentagdao (para familias com
dois filhos) em Agosto de 2003, tenha distribui¢ao normal com desvio padrao conhecido e de valor
o =15 euros.

Valor-p associado a nossa decisdo:
p —value = P (X? > a2, |Hy verdadeira) = P (x3 > 6.6350) = 0.0362,
que sendo inferior a o = 0.1, confirma a decisao de rejeitar Hy.

Observacgoes: Neste exemplo, € discutivel a utilizagdo do teste de ajustamento do qui-quadrado
porque a amostra pode nao ser suficientemente grande.
Também se optou por ndo fundir as trés primeiras classes de modo a atingir uma frequéncia esperada
superior ou igual a 5, com o objectivo de nao diminuir excessivamente o numero final de classes. Esta
prdtica € bastante comum, porque pode ser mais danoso usar classes em numero muito reduzido do
que cumprir estritamente a condicdo sobre o valor das frequéncias esperadas.

Nota: Existem outros testes para testar a distribuigao assumida para uma populagao (ou v.a.).
S6 a titulo de informacao, nao podemos deixar de referir o teste de Kolmogorov-Smirnov, particular-
mente conveniente para testar a distribuicdo de uma populacao continua e o teste de Shapiro-Wilk
exclusivamente para testar a normalidade de uma populacgao.



Capitulo 6

Teste ao pressuposto de aleatoriedade
das observacoes amostrais

Sistematicamente, em todos os tratamentos estatisticos referidos, viemos a assumir que a amostra
(z1,22,...,2zy) resulta da recolha aleatdria de observacoes de uma populagdo X. Este pressuposto
pode ser contestado, isto é, podemos querer confirmar se de facto (21, z2, . .., z,) resulta de observagoes

obtidas de modo aleatorio.
No fundo estamos a interrogar-nos sobre a validade de uma de duas hipdteses:

Hy: Xq,Xo,...,X,, sao v.a.’s vs H; : X1, Xo,...,X, nao sao v.a.’s
e que muitas vezes sao apresentadas de modo mais simples (ainda que nao totalmente correcto)

Hy : A amostra é aleatéria vs Hy : A amostra nao é aleatoria

Figura 6.1: Amostras aleatdrias e nao aleatérias

(@) Observagdes aleatorias () Observagdes correlacionadas

/\/\/\wﬂﬂ/ T
AV (I

(t) Observagdies corelacionadas (d) Observa des provenientes de duas populag des

«/\M\/\AH\A\/\/ //\/\
T -

89
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A nao aleatoriedade pode verificar-se de muitas maneiras: Nas figuras acima ilustram-se algumas
destas situagoes. Quando a a amostra é aleatdria, a linha que une as sucessivas observagoes cruza
frequentemente a mediana amostral (Figura (a)). Contudo, se o niimero de cruzamentos é demasiado
elevado (Figura (c), isto significa que uma observagao acima da linha mediana se segue uma abaixo
dessa linha, a que se seguird outra de novo acima da linha mediana, e assim sucessivamente para a
maioria das observagoes amostrais. Ora isto ndo é consentaneo com uma situacao de aleatoriedade.
Também as situagoes expostas nas figuras (b) e (d), correspondem a um nimero diminuido de cruza-
mentos e ilustram outras formas de nao aleatoriedade da amostra.

Existem intimeros testes estatisticos que permitem testar estas hipéteses. Vamos aqui referir apenas
um, habitualmente denominado teste das sequéncias ascendentes e descendentes.

Define-se por sequéncia um conjunto de observagoes consecutivas e idénticas. Consideremos a
amostra resultante da classificagdo de 10 objectos em G-grande e P-pequeno,

G G PP G P G G P G

Nesta amostra aparecem 7 sequéncias, nomeadamente, GG, PP, G, P, GG, P e G.

De acordo com as observacoes feitas sobre as caracteristicas de aleatoriedade de uma amostra,
concluimos que uma amostra com um ntmero de sequéncias demasiado elevado ou demasiado pequeno,
nao deve ser aleatéria.

O teste das sequéncias ascendentes e descendentes aplica-se a amostras em que os dados sao
expressos, pelo menos, numa escala ordinal (ou seja, podem ser ordenados por ordem de grandeza).

Uma sequéncia ascendente é uma sequéncia de observagoes sucessivas crescentes e uma sequéncia
descendente é uma sequéncia de observagoes sucessivas decrescentes. Sempre que a ordenacao altera
o seu sentido, comeca uma nova sequéncia.

Para uma melhor visualizacao das sequéncias ascendentes e descendente, é habitual substituirmos
pelo sinal 4+ cada observagao que é precedida por uma de valor inferior, e pelo sinal — cada observacao
que é precedida por outra de valor superior. A primeira observacao é substituida pelo simbolo -, porque
a primeira observac¢ao nao pode ser comparada com uma anterior. Sempre que existam observacoes
idénticas e consecutivas, substituem-se pelo simbolo = todas as que sao precedidas por outra de igual
valor. No final, a amostra inicial fica substituida por uma amostra de sinais +, —, devendo ser
ignorados os simbolos = e ajustando a dimensao amostral para n — n—, sendo n— o ntmero total de
simbolos = registados (ver exemplos 6.1 e 6.2).

Por exemplo, a amostra
(9.4,3.2,3.5,4.4,4.3,5.2,5.4,6.8, 3.3)
¢é substituida pela amostra de sinais
(=t =+ ++, )

onde se registam 5 sequéncias.

O teste das sequéncias ascendentes e descendentes baseia-se no niimero V' de sequéncias observadas
numa amostra de n observagoes.

Neste exemplo, n =9, e V tem um valor observado v = 5.

Passemos a discutir a regra de rejeicao da aleatoriedade. Quando a amostra nao ¢é aleatéria, o
ntmero V de sequéncias é muito elevado ou muito pequeno. Assim, devemos
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Rejeitar ” Hy : A amostra é aleatoria”, se V < a ouse V > b.

Mas qual o valor de a e de b?

A questao da determinacio destas constantes vai ser contornada. Na aplicacdo pratica deste teste,
o procedimento sera o seguinte:

e Determinamos o valor da estatistica de teste V', que representamos por v,;
e Determinamos o valor t, = min (v,, 7 — v,) da estatistica T = min (V,n — V);

e Na tabela estatistica do teste das sequéncias ascendentes e descendentes, fazemos a leitura do

valor p — value.

Regra de decisao para um nivel de significancia «

’Rejeitar Hy se p —value < «

Na tabela estatistica do teste das sequéncias ascendentes e descendentes, s encontramos valores
de p —wvalue para n < 25. Quando n > 26, podemos realizar um teste assintético, usando a estatistica

de teste

V_Qn—l
Z=—3_ 4 N(0,1)

16n—29 sob H,
90

Regra de decisao para um nivel de significancia «

Rejeitar Hy se |zops| > 2a/2

com

p —value = 2P (Z > ]zo\)‘

Exemplo 6.1 Consideremos a amostra apresentada no exemplo 4.6 de medi¢oes de acidez (pH) de
amostras de chuva registadas em n = 12 locais de uma regido industrial:

51 50 3.8 4.8 3.6 4.7

4.8 44 45 49 47 4.8

e testemos se estas observacoes constituem uma amostra aleatoria.

A amostra de sinais é
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com v, = 8 sequéncias.

Entao t, = min (8,12 —8) =4 e p — value = 0.5629.
Decisao para um nivel de significancia o = 5%: Como p — value = 0.5629 > 0.05 = «, ndo
rejeitamos a hipotese de aleatoriedade das observacdes amostrais.

Exemplo 6.2 Consideremos a amostra apresentada no exemplo 5.3 (teste de ajustamento do qui-
quadrado) de medigoes de acidez (pH) de amostras de chuva registadas em 30 locais de uma regido
industrial:

51 50 4.6 38 4.8 8.6 4.7 3.8 41 4.2 44 45 3.6 3.9 42

4.3 4.4 4.5 4.9 4.7 4.8 4.1 4.2 4.5 4.5 4.6 4.4 4.1 4.6 4.5

e testemos se estas observacoes constituem uma amostra aleatoria.

A amostra de sinais é

+ + + + - + -+ 4+ = 4+ - - 4+ -

com v, = 15 sequéncias e uma dimensdo n = 29.

Como n > 26, podemos usar o teste assintotico, para o qual

2x29—1
_ 15— = —
Zohs = —F—— = —1.82

16x29—-29
90

Decisao para um nivel de significancia o = 5%: Como |zops| = 1.82 < z0.025 = 1.96, nao rejeitamos
a hipotese de aleatoriedade das observacdes amostrais.

O p-value associado a nossa decisdo é:
DPoalue = 2P (Z > |zops|) = 2P (Z > 1.82) =2 (1 — 0.9656) = 0.0688 > 0.05 = «,
confirmando-se a decisdo de ndao rejeicao da hipdtese de aleatoriedade das observacdes amostrais.



Capitulo 7

Regressao Linear Simples

7.1 Relacao entre variaveis

A regressdo linear é uma técnica estatistica que permite estudar a relacdo funcional entre uma
variavel Y (chamada varidvel dependente) é uma ou mais varidveis z,w, ... (chamadas varidveis in-
dependentes). Pretendemos estabelecer uma relagdo matematica que possibilite explicar o valor da
variavel Y, uma vez conhecidos os valores das variaveis independentes x,w, . . ..

Evidentemente que, tratando-se de uma técnica estatistica, a relacao a estudar entre a variavel
dependente e as varidveis independentes é uma relagao casuistica (ou imprecisa). Ou seja, uma relagao
em que, para os mesmos valores das varidveis independentes, nao é possivel dizer exactamente qual o
valor de Y.

Exemplo 7.1 Consideremos o sequinte conjunto de dados relativos ao volume mensal de vendas, Y
(em milhares de unidades), de uma marca de computadores, e ao nimero de anincios, x, que passaram
diariamente na televisdo em cada més.

Més | Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

Z; 4 1 3 0 2 4 2 3 1 2 0 1

yi | 4.0 23 87 21 3.0 47 35 42 29 82 19 26

O diagrama de dispersao destes dados revela a existéncia de uma relacao linear de natureza prob-
abilistica.

7.2 Modelo de regressao linear simples

Quando existe apenas uma variavel independente z e a sua relagdo funcional de natureza prob-
abilistica (ou aleatéria) com a varidvel dependente Y é uma relacao linear, o modelo matematico

93
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Yendm
-

-
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Andncios

implicito é expresso por:
Y = ﬂo + 51.17 + E, (721)

(onde E é uma v.a. que expressa a caracteristica aleatéria da relacao) e dizemos que temos um modelo
de regressao linear simples.

Dizemos que um modelo matematico é um modelo linear, quando este for linear nos parametros.
Por exemplo, o modelo matematico

Y =05+ 51x2 + F
também é um modelo linear. Mas o modelo matematico
Y =8y +22+FE

ja nao é um modelo linear porque, apesar de ser linear relativamente a 3y, ja nao o é relativamente a

i
Por outro lado, o modelo 7.2.1 é um modelo de regressao simples porque nele consta apenas uma
varidavel independente. Por exemplo o modelo de regressao linear

Y = 5o+ Pix + Pow + E,

¢é dito um modelo de regressao linear maltipla.
Analisemos com mais detalhe o modelo de regressao linear simples

Y=0+bz+E

A componente Sy + S1z é a componente deterministica do modelo. A componente E expressa a
natureza aleatéria do modelo.

Assim, um modelo estatistico de regressao linear simples fica completo se considerarmos que:

e [y e (1 sao os parametros do modelo (chamados coeficientes da regressao) a estimar;

e x ¢é a varidvel independente (ou varidvel controlada);

e Y é a varidavel dependente (ou varidvel resposta) e trata-se de uma varidvel aleatdria,

e I/ é o erro e trata-se de uma variavel aleatoria que se

— pressupde ter distribuicdo normal de valor médio nulo e variancia o2

E~ N (0,0%).
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Bo € a ordenada na origem e 31 é o declive da recta.

Nota: Y acaba por ser uma variavel aleatéria porque, sendo o erro E a componente aleatéria,
entdo Y = Gy + f1x + E é também varidvel aleatéria.

Evidentemente que, se E ~ N (0,02) e, como Y = [y + fix + E, também Y tem distribuicao
normal com parametros:

EY|r) = E(Bo+pix+E)=po+ iz + E(E) = Fo+ iz
V(V|z) = V(fo+piz+E)=V(E)=0"

ou seja,

Y |z ~ N (Bo —1—51:5,02).

2

Devemos também salientar que o“ é um parametro adicional do modelo que necessita ser estimado,

caso nao se conhega o seu valor.

7.3 Meétodo dos minimos quadrados para estimar 3, e 5,

Aceitando um modelo de regressdo linear simples
Y =po+ bz + E,

importa agora estimar a recta de regressao, ou seja encontrar estimadores para os parametros 5y e (1.
Evidentemente que procuramos encontrar a recta que ”"melhor”’se ajuste a um conjunto de n
observagoes (z1,y1), (x2,Y2) ..., (Tn,yn) da variavel controlada x e da varidvel resposta Y.
Assumimos que os erros aleatérios E;, para cada observagao (x;,Y;), sdo independentes seguindo
todos a mesma distribuigao N (O, 02):

Yi=po+ pixi + By, E;i~N (0, 02) independentes

Assim deveremos encontrar estimadores g e 81, para os coeficientes da recta de regressao, respec-
tivamente, By e 1, para obtermos uma recta estimada

Y =50+ bz
De entre diversos métodos que existem para a deducao da recta ajustada, vamos aqui abordar o
intitulado método dos mininos quadrados. Consiste este método, em determinar os estimadores Bo e
1, dos coeficientes de regressao, B e 1, que conduzam a uma recta que se ajusta ao conjunto de
observagoes minimizando a soma do quadrado dos desvios entre cada observacao de (z;,Y;) e a recta
ajustada Y; = Bo + Bmi, 1=1,...,n.
Neste método, os desvios

Ei=Yi-Y; =Y, By — pmi

sao a diferenga na vertical entre o valor da observacao Y; e a sua estimativa de regressao Y; = 504— lei,

A soma do quadrados de todos os desvios representar-se-4 por SQF e encontrar os estimadores
ﬁo e ﬁl, ditos estimadores de minimos quadrados de By e B1, respectivamente, consiste em resolver o
problema

n n

minimizar SQF = zn:Ef = Z (YZ - ﬁ)z = Z <Yz — Bo — Blﬂci)Z,

=1 =1 i=1
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em ordem a fy e (1.
Demonstra-se que esta minimizacao é conseguida resolvendo, em ordem a 3y e (31, o sistema de
equacoes

/

9 sQE=0 —2Z(Y2—Bo—61xi):0
0B N =1

0 n R R
aBlsQEZO —2;%(3@—%—51%‘):0

As solugoes deste sistema sao:

,

~

pr =

=1

n n 2
2
n g i — E Z;
i=1 i=1

1 — 1 —
50:71.21)/;_5171;%
1= 1=

que podem ainda ser expressas por

B = %Y e fo=Y - piz,
T
considerando
1 n
oI =— x; média das observagoes de X
" =1
I
oY — — Y, média da amostra aleatéria de Y
i
n n
o Syp = (z; — 2)* = Z z? —nz? soma de quadrados para X

i=1 i=1
n
o Syy = Z (Y, — }7)2 = Z YZ-2 —nY? soma de quadrados para Y
i=1
n
o Suy = Z (zi—2)(Yi-Y) = leYZ —nzY soma de produtos cruzados para (X,Y)
i=1

i=1

A soma dos quadrados dos desvios pode ainda ser escrita

SQE = En: <Yz - Yz>2 = 2”: (Yz — Bo —51331>2 = Syy — gi: = Syy — B} Sua.

i=1 =1

Da-se o nome de recta de regressdo de minimos quadrados ao estimador da recta de regressao

V=3+hpz=Y+pi(z-7).



7. Regressao Linear Simples 97

As estimativas desta recta para as observacoes x1,Ts,...,Z, da varidavel independente X serao
gi:b0+b1xi7 7::1727"'7”7

em que by e by sdo as estimativas de 5y e (1, respectivamente, ou seja os valores observados destes
estimadores.

NOTA IMPORTANTE: S6 devemos usar esta recta para fazer previsdo dos valores da varidvel
resposta para valores de x que estejam dentro do intervalo das observacoes obtidas para x.

Aos desvios
E=Yi—Y;,=Y;— By iz

dé-se o nome de residuos e

i =yi — Ui = Yi — bo — br;

serao os residuos observados.

7.4 Estimacao da variancia do erro ¢? e qualidade do ajustamento

Uma vez obtida a recta de regressao de minimos quadrados e com os valores que ela fornece para
cada observacao x; da variavel controlada, podemos utilizar os residuos

Ei=Y,-Y; =Y, fo— Pz, i=1,...,n

para analisar a qualidade do ajustamento da recta.
O que a recta nao consegue explicar sobre os valores de Y, é considerado observacao do erro FE e,
pode ser usado para estimarmos a variancia desse erro. Assim sendo, os residuos também permitem

estimar a variancia o2.

7.4.1 Estimador para o>

Um estimador de o2 é

n

R SQE 1 5 5 2 SYY_B2S:BI
UQ:n—QZn—QZ:(Yi_ﬁo_ﬁlxi) - n—21

Quando o erro E tem distribuicao NV (07 02),
SQE
n—2
5.2
e (n — 2) —; tem distribuicao do qui-quadrado com (n — 2) graus de liberdade, (n — 2)
o

.6,2: 2

é um estimador centrado para o

Qw‘ D,

2
~ Xn—2
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7.4.2 Qualidade do ajustamento
Quanto menores forem os valores dos residuos
EZZK_)%:K_BO_BI-%Z’ izlu"'vn

melhor é o ajustamento da recta de minimos quadrados. Por esta razao podemos dizer que, quanto
menor for o valor da soma do quadrado dos residuos, SQE, melhor é o ajustamento.

Definicao 7.1 Dd-se o nome de coeficiente de determinacao a
SQE :1_SYY_—B%S@*’E _ stm_ SZy
n

RP=1- %% —
. Syy "Syy  SeaSyy
> (Yi=Y)

i=1

que assume valores 0 < R? < 1.

n
Nota: A soma de quadrados Syy = Z (Yl — Y)Q reflecte a variabilidade de Y quando nao se
entra em linha de conta com a sua eventuzlﬂ 1relagéo com a variavel z. Por outro lado, SQF reflecte a
variabilidade de Y quando é usado o modelo de regressao para explicar os valores de Y como resposta
a x. Por fim, Syy — SQF mede a reducao na variabilidade total de Y ao usar x para explicar a
resposta Y. Entao, ao dividirmos Syy — SQFE por Syy, obtemos um estimador da reducao relativa
da variabilidade ao usarmos o modelo para explicarmos Y como funcao linear de x.

Nota: O coeficiente de determinacio R?, assume valores compreendidos entre zero e um. Vejamos
a interpretacao que pode ser dada ao seu valor.

n
L \2
Se RP=1 & SQE:0<:>Z<Y1—/J’0—B11‘1) =0
i=1
& Yi=Y;=Fy+ b, i=1,...,n

< ajuste perfeito

Conclusio: R?> = 1 quando todas as observacdes estdo sobre a recta de minimos quadrados
(ajustamento perfeito).

Se R2=0 & SQE=) (Y;i-Y)’ & SQE = Syy & Syy — f18u = Syy
=1
& B=0

< a varidvel x nao serve para explicar Y

Conclusdo: R? = 0 quando o modelo de regressio linear em z nio tem utilidade ou seja, a
variavel x nao consegue explicar os valores de Y.

Em resumo: Quanto mais préximo R? estiver de 1, maior o grau de importancia de x na deter-
minacao da variavel resposta Y.
Na prética, consideramos que o ajustamento é razoavel se R? > 0.8
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7.5 Distribuicao de amostragem dos estimadores 3, e [3;

7.5.1 Distribuicao de amostragem de B,

Para a deducao da distribuigao do estimador 8y para o coeficiente de regressao 51, comecamos por
o expressar de outro modo. Ora

B _ Szy
| =
Sxx
mas como
n n n n
Sey = aYi—nI¥ = ¥ -2Y YVi=) (1;,-1)Y,
i=1 i=1 i=1 i=1
entao
n —
Bl _ i (@i —2)Y;
Sxm
Como as observacgoes x;, ¢ = 1,...,n sdo constantes, também S,, o é, e portanto 81 nao é mais
do que uma combinacao linear de v.a.’s (Y;, i = 1,...,n) independentes e com distribui¢do normal.

Consequentemente §; tem distribuicdo normal, restando saber qual o correspondente valor médio e
variancia.

E (Bl) = FE (Z?—l (xi — ) Yl) i (@i =) EY) Y (i — ) (Bo+ Biw)

_ B @i — @)+ By (i — D)@
Swl'
o (nz —nx) + p1 (i, af — an) Sy
- S = /8157 = Bl

Logo Bl ¢é estimador centrado para (.

v(h) = v(EL %’;‘ >Y> Dy <:cz~S; DV () _Xr, <;2-2 —n)e?

Tx TT
2

g2 _ O

Em resumo:

2
A o
B ~N <51, T )
xTrxr
Contudo, na maioria das aplicacdes, a variancia o2 dos erros nao é conhecida. Nestes casos,

podemos estimé-la por 6% =

. A substituicdo de o2 pelo seu estimador 62 obriga-nos a considerar

n —
a seguinte distribuicao para fi:

(T tem distribuicao ¢t com (n — 2) graus de liberdade).
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7.5.2 Distribuicao de amostragem de Bo

Para a deducao da distribuicao do estimador [30 para o coeficiente de regressao [y, recordemos que
Bo=Y - iz
Como B tem distribuicdo normal e Y também tem distribuicao normal (¢ uma média aritmética de

v.a.’s com distribui¢ao normal), entdo Sy tem distribuigdo normal. Resta saber qual o correspondente
valor médio e variancia.

E@O) - E(Y_Blj) =E(Y) —i”E(Bl> = ;iE(Yi)—Blj’:
=1

n

= 3 (ot ums) — i = o+ u — uE =

i=1

Logo By é estimador centrado para f.

v <Bo) =V <Y - Blj) =V (V) +2*V (Bl) — 2Zcov (Y,ﬁl) =

2 2 2 2 2 -2
ot S0 - _ . ot S0 o nT
- + T 5 Zcov 51 - + T i ( + Smac)
2 2 n 92 n
o o
= Szz +nT°) = 2) —nz?+nz? | = 2
NSzz (8o +n2%) NSzz <<z1 xl) v v NSzz Zz;xz

porque cov <Y,Bl> = cov (Y, Sxy) = Sicov (Y,Suy) =

1 1 n n
= S—cov < Z Y;, Z (x; — ) Y;) = pela independéncia de Y;
TT n- °
=1 =1
1 «— 1 <«
= Y — T Y - i — T Y Y
S z;cov( i (T — ) Y5) S 2 (z; — &) cov (Y3, Ys)
1 < 1 <
= )V (V) = — ) o’
nS0s 2 (z; —2)V (Y3) 7S0n £ (i — 7)o
2 n 2
o o
= T —X) = nt —nx) =0
nsxx 121( ’ ) Nozy ( )
Em resumo:
o~V (B0 73t
0~ 05 i
NSy P !
. N . 2 . , A2 SQE . . o~
Sendo desconhecida a variancia o“ dos erros, podemos estima-la por 6* = -t A substituicao
/”L p—

de o2 pelo seu estimador 62 obriga-nos a considerar a seguinte distribuicdo para fo:

p_ BB _ [ nSew Bo-Fo
= = ) P N ~ ln-2
nSze

(T tem distribuicao ¢t com (n — 2) graus de liberdade)
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7.6 Inferéncia sobre os parametros do modelo

7.6.1 Inferéncia sobre [,

Estimacgao de (3 por intervalo de confianga

B1 € o declive da recta de regressao e, como tal mede o grau de crescimento de Y relativamente aos
valores de x. Assim pode ser importante fazer a sua estimagao pelos dois processos que conhecemos.
A estimacao pontual é feita pelo estimador

R Sx
By = S:;

Passemos & estimacao por intervalo de confianca (1 — «).

A estatistica pivot que devemos usar é: T = 1/ Szz u ~th_o.
o

Dada a simetria em zero da distribuigao ¢, podemos desde logo afirmar que:

r— BL— B
l—-a = P (_tn—Z:a/2 <T< tn—2:a/2) sl-a=P (_tn—Z:a/2 <V Sux T < tn—?:a/Z

R 52 62
< 1—a=P ﬁl—tn_g;a/Q\/:<Bl<Bl+tn 2:a/2 S
TT T

Assim

Intervalo de confianca (1 — o) para o declive f;

ICi_o (1) = | B — tn za/zw 51+tn 20/2(/ G o

Teste de hipé6teses sobre [3;

Ja atras dissemos que f; é o declive da recta de regressao e, como tal mede o grau de crescimento
de Y relativamente aos valores de x. De particular importancia é o caso em que 51 = 0. Quando tal
acontece, a variavel x ndo é responsavel na justificacdo dos valores de Y. Assim o teste das hipdteses

Hozﬂ1:0vsH1:617éO

permite testar esta situagao.
Mas o teste destas hipdteses inclui-se no teste mais genérico das hipdteses

cPr=avs Hi: p1#a

que passamos a deduzir.
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—a
A estatistica de teste é: T = v/ Sz L ~th_o

a
A regra de rejeigao, para um nivel de significancia « é: Rejeitar Hyp se |T| > ¢, ¢>0
Determinemos o valor de ¢:

a = P (Rejeitar Hy |Hy é verdadeira) = P(|T| >¢) =P (T < —¢)+ P (T >¢) =
= PIT>c)+P(T>c)=2P(T>c)e P(T'>c)=a/2E c=t, 24/

Regra de decisao para um nivel de significancia «

br—a

Estatistica de teste: T = v/ Sys

~ ln_2
1=a

Regiao de rejeicao: R, = [—oo, —tn—2:0/2 [ U]tn_gza/z, —i—oo[

’Rejeitar Hy se tops € Ra‘
‘p—valuezZP (T > |tobs|) ‘

Nota: Também se podem deduzir testes de hipéteses unilaterais sobre (31, se bem que nao tém
tanto interesse nas aplicacoes aos modelos de regressao linear simples.

7.6.2 Inferéncia sobre [,

Estimagao de Sy por intervalo de confianga

Bo é o ponto de interseccao da recta com o eixo das abcissas. A inferéncia sobre este parametro
nao tem a mesma importancia que tem a inferéncia sobre o declive #; da recta de regressdo. Mas
ainda assim, pode ser necessario estimar [y por intervalo de confianca e realizar testes de hipoteses
sobre valores que deem respostas a questoes de utilidade pratica.

A estimacao pontual é feita pelo estimador de minimos quadrados,

Bo=Y - piz
Passemos & estimacao por intervalo de confianga (1 — «)

A estatistica pivot que devemos usar é: T = Bo _ Bo Sz BO BO ~ t,_9.
0 2 Zz 1 Z 1 35

NSye

Dada a simetria em zero da distribuigao ¢, podemos desde logo afirmar que:

nSee  Bo— Po
l-a = P (_tn—2:a/2 <T< 7fn—l:cu/2) sl-a=P _tn—2:a/2 < n = 2 ~ < 7511—2:&/2
i1 ¥ O

AQZ?:I %2 5 52 Z?:l 1”12
S

& 1l—a=P Bo — tn72:a/2 oe=—=—< BO < BO +tn72:a/2
nSzz

Assim
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Intervalo de confianga (1 — «) para o declive fy

. ST a2 S g2
IC o (BO) = |Bo— tn—2:a/2 0-2%’50 + tn—?:a/Q greml
Ny Nozx

Teste de hipditeses sobre [,

Consideremos as hipdteses

Ho: Bo=avs Hy: Bog#a

que passamos a deduzir.

nSze /60 —a

~t
n 2 ~ n—2
DT O

A estatistica de teste é: T =

A regra de rejeicao, para um nivel de significancia a é: Rejeitar Hg se |T| > ¢, ¢>0
Determinemos o valor de c:
a = P (Rejeitar Hy |Hy é verdadeira) = P(|T| >¢) =P (T < —¢)+ P (T >¢) =
= PIT>c)+P(T>c)=2P(T>c)e P(IT'>c)=a/2& c=t, 24/

Regra de decisao para um nivel de significancia «

NSz BO —a
Y ri 0 fo=a

Estatistica de teste: T =

Regiao de rejeicao: R, = [—oo, —tpn—2:0/2 [ U]tn_zza/g, +oo[

’Rejeitar Hy se tys € Ra‘
‘p—value:2P (T > |tobs|) ‘

Nota: Também se podem deduzir testes de hipéteses unilaterais sobre Sy, aplicando o mesmo tipo
de conceitos e raciocinios que surgiram nas secgoes 4.6.2 e 4.6.3.

7.6.3 Inferéncia sobre o2

Estimacao de ¢ por intervalo de confianga

Num modelo de regressao linear simples
Y =0+ pix+ E,

o erro F é a componente aleatoria que a parte By + S1x nao consegue explicar.
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Os pressupostos estocasticos do modelo de regressao linear estabelecem que
E~ N (0,07).

O que a recta nao consegue explicar sobre os valores de Y, é considerado observacao do erro FE e,
pode ser usado para estimarmos a variancia desse erro. O estimador para o2 ji foi apresentado na
seccdo 7.4.1. Af foi dito que, um estimador centrado de o2 é

R SQE 1 " A 5 2 SYY_stx:p
2 _ _ - _ . — 1
g _7”L2_TL2ZZ;<YZ Bo 51%) n—2

e, dado que o erro E tem distribuicao N (0, 02),
52 52
e (n—2) 0—2 tem distribui¢do do qui-quadrado com (n — 2) graus de liberdade, (n — 2) 0—2 ~x,
o o

Com esta distribuigdo de amostragem, podemos deduzir um intervalo de confianga (1 — a) para a
variancia o2 e para o desvio padrdao ¢. Usando argumentos idénticos aos apresentados na seccio 3.3,

6’2
l—a = P (Xi—2:1—a/2 < (n - 2) ? < X721—2:a/2> =
oy A2 )
- 1_azp(<g2>o§02§<gz‘>o>
Xn—2:a/2 Xn—2:1—a/2

Assim

Intervalo de confianca (1 — o) para o>

(n—2)6% (n—2)62

ICi_o (02)5[ 5 =5 ]

Xn—2:a/2 Xn—Q:l—a/Q

7.7 Estimacao do valor esperado de Y para uma observacao z; da
variavel controlada

O valor esperado de Y para uma observacao xg da variavel controlada é
E (Y |zo) = Bo + Bizo-

que podemos querer estimar.
O estimador pontual para E (Y |zo) é naturalmente

E(Y |zg) = Bo + Bio.

e trata-se de um estimador centrado com distribuicao

(e (o)
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Caso a variancia 02 do erro E nio seja conhecida (como é usual nas aplicacdes), a distribuigao de
amostragem de F (Y |zg) é

p_ B |wo) — E (Y |zo)

~tp_o
2
52 (1 N (xo — )

n Sea

que permite deduzir um intervalo de confianga (1 — «) para E (Y |z¢).

Intervalo de confianga (1 — «) para E (Y |zo)

N 1 _7)2 . 1 o2
E(Y |'TO) - tn2:a/2\/6—2 (E + (mo‘sim))vE (Y ‘xo) + tn2:a/2\/&2 (TL + (1301’))]

ICl,a (E (Y ‘xo )) =

n Sy

MUITO IMPORTANTE: S6é devemos fazer estimagao de F (Y |xg) para valores xg que estejam
dentro do intervalo das observacoes obtidas para x.

7.8 Previsao do valor da variavel resposta Y para um novo valor de
ro da variavel controlada

Dada um valor zy da variavel controlada x, a variavel resposta sera
Y (z0) = Bo + frxo + E,

onde £ ~ N (0, 02).

O estimador de Y, para um valor zg, serd

Y (o) = Bo + 31930

. 1 — 7)2
Trata-se de um estimador centrado, com variancia V' (Y (xo)> = o? (1 + -+ M) Quando
n T

nao se conhece o valor de o2, podemos estimar a variancia de Y por

V(¥ (x0)) = 62 (1 p 1y ool @2>

SCL‘QJ

Nestas circunstancias, a distribuicao de amostragem de Y é

_ Y (zo) =Y (x0) _ Y (z0) =Y (o)

~t,
\/V (Y (330)> &2 ( L (o — I)2> 2

14+ =+
n Sra

que permite deduzir um intervalo de confianca (1 — «) para Y.
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Intervalo de confianca (1 — «) para Y (x¢)

Ic’lfa (Y (‘TO)) = BO + leo - 2(‘-71—2:&/2 V (Y (l‘o)) ; BO + 31930 + tn—2:a/2 V (Y (:EO))]

MUITO IMPORTANTE: Sé devemos fazer estimacao de Y (xg) para valores zg que estejam dentro
do intervalo das observacoes obtidas para x.

Exemplo 7.2 Retomemos o exemplo 7.1 e o conjunto de dados relativos ao volume de vendas mensal
(em milhares de unidades) de uma marca de computadores, Y e ao nimero de anincios que passaram
diariamente na televisao em cada més, x.

Més | Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov Dez

T 4 1 3 0 2 4 2 3 1 2 0 1

yi | 4.0 28 87 21 8.0 47 85 42 29 82 19 26

Comecemos por estimar a recta de minimos quadrados. Para tal, vamos usar um método de
cdlculo bastante rudimentar (que seria o que usariamos caso a nossa ferramenta de cdlculo fosse
pouco evoluida).

Sl =23 Sty =381 >i2 @ =65 >i2 Y =129.39 Sy miyi = 85.7
T =1.9167 y=3.175 Sze = 20.9167 Syy = 8.4225 Sy = 12.675

bo = 2.013545817 by = 0.6059760956 SQE = 0.7417529885 &2 = 0.07417529885
Assim a recta estimada €
7 = 2.013545817 4+ 0.6059760956 x

Se estivermos interessados em estimar o volume mensal de vendas num més em que fossem exibidos
2.5 anincios teriamos uma estimativa pontual

1y = 3.528486056 milhares de unidades

Verifiquemos agora o qualidade do ajuste, calculando o coeficiente de determinacdo, R?:

2 Sxoc

R*=1b
L Syy

= 0.9119319693

revela um bom ajustamento do modelo de regressao linear ao conjunto de dados.
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4.0

3.5
|

Vendas

20
|

Anuncios

Podemos ainda testar se o numero de anuncios que passam por més, x, explicam significativamente
o volume de vendas. Trata-se de testar, ao nivel de 5% de significancia, as hipdteses

H()IBl:O’USHl:ﬂl?éO

O wvalor observado da estatistica de teste T = \/Sgs & € tops = 10.17588237.
o

Para o = 5%, t10:0.025 = 2.2281.

A regra de rejeicao, para um nivel de significancia oo = 0.05 é: Rejeitar Hy se |T'| > 2.2281.

A nossa decisio serda: Como |tops| = 10.17588237 > 2.2281 decidimos rejeitar Hy, com 5% de
significancia. Dito de outro modo, com 5% de significancia, nao existe evidéncia para afirmar que
B1 = 0 e portanto podemos inferir que o nimero de anuncios que passam mensalmente € uma varidvel
que explica o volume de vendas para esse més.

Embora ndo faca muito sentido meste exemplo, mas apenas com o objectivo de ilustrar, vamos
estimar por intervalo de 90% de confianca:

1. o volume esperado de vendas num més em que fossem exibidos diariamente 1.5 anincios, E (Y [1.5);
2. o0 volume de vendas num més em que fossem exibidos diariamente 1.5 anincios, Y (1.5).

Nas duas situacoes devemos considerar xog = 1.5 e tig.0.05 = 1.812.

1. Com E (Y |1.5) = 2.013545817 + 0.6059760956 x 1.5 = 2.92250996, obteriamos uma banda de

valores compreendidos entre o limite inferior

1 (1.5—1.9167

Y _
2.92250996 — 1.812, | 0.07417529885 (12 + 509167 = 2.773121167

e o limite superior

1 (1.5-1.9167)°)
2.92250996 + 1.812, | 0.07417529885 (12 + 20.9m7) — 3.071898754
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ou seja o intervalo ICq s (E (Y |1.5)) = [2.773121167,3.071898754] milhares de unidades de

vendas esperadas.

2. ComY (1.5) = 2.013545817+0.6059760956 x 1.5 = 2.92250996, obteriamos uma banda de valores

compreendidos entre o limite inferior

2.92250996 — 1.812

e o limite superior

2.92250996 + 1.812

1
0.07417529885 (1 + — +

12

(1.5 — 1.9167)*

=24 1
509167 ) 0689379

\

1

0.07417529885 (1 + — +

12

(1.5 — 1.9167

)2
= 3.4381261
20.9167 343812613

ou seja o intervalo ICqy (Y (1.5)) = [2.406893791, 3.43812613] milhares de unidades de vendas.

Por fim podemos ainda calcular os residuos observados

Tabela de residuos

Més | Jan  Fev  Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out Nov  Dez
x; 4 1 3 0 2 4 3 1 2 0 1
é | -044 -0.32 -0.13 0.09 -0.23 0.26 0.27 0.37 028 -0.03 -0.11 -0.02

A esta amostra de residuos podiamos aplicar um teste de ajustamento do qui-quadrado para uma
distribuicao normal, de modo a testar a validade do pressuposto estocdstico do modelo, seqgundo o qual,
estes residuos deverdo ser observacdes do erro, ou seja, observacoes de uma v.a. E ~ N (0,02).
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Tabela 7.1: Tabela do teste das sequéncias ascendentes e descendentes

p-value n__t p-value n t  p-value n t  p-value n t  p-value
1.0000 13 1 0.0072 18 1 0.0008 22 1 0.0001 25 1 0.0000
2 0.0568 2 0.0083 2 0.0017 2 0.0005
0.5000 3 0.2059 3 0.0431 3 0.0108 3 0.0037
1.0000 4 0.4613 4 0.1389 4 0.0437 4 0.0170
5 0.7464 5 0.3153 5 0.1251 5 0.0564
0.2834 6 1.0000 6  0.5441 6 0.2714 6  0.1423
1.0000 7 0.7622 7 0.4689 7 0.2852
14 1 0.0046 8 0.9300 8 0.6733 8  0.4708
0.1722 2 0.0391 9 1.0000 9 0.8389 9 0.6619
0.6722 3  0.1536 10 0.9539 10 0.8191
1.0000 4 0.3729 19 1 0.0005 11 1.0000 11 0.9269
5 0.6446 2 0.0056 12 1.0000
0.1083 6 0.8907 3 0.0308 23 1 0.0001
2 0.4667 7 1.0000 4 0.1055 2 0.0011
3 1.0000 5 0.2546 3 0.0076
15 1 0.0029 6  0.4666 4  0.0321
1 0.0687 2 0.0267 7 0.6881 5 0.0968
2 0.3313 3 0.1134 8  0.8670 6  0.2211
3 0.7625 4 0.2972 9 1.0000 7 0.4020
4 1.0000 5 0.5507 8  0.6050
6 0.7970 20 1 0.0003 9 0.7833
1 0.0437 7 1.0000 2 0.0038 10 0.9111
2 0.2361 3  0.0218 11 1.0000
3 0.5910 16 1 0.0019 4 0.0793
4  1.0000 2 0.0182 5 0.2031 24 1 0.0000
3 0.0828 6  0.3946 2 0.0007
1 0.0278 4 0.2336 7 0.6136 3 0.0053
2  0.1674 5 0.4640 8 0.8046 4 0.0235
3 0.4603 6 0.7097 9  0.9434 5 0.0742
4 0.8206 7 0.9129 10 1.0000 6 0.1783
5 1.0000 8  1.0000 7 0.3405
21 1 0.0002 8 0.5370
1 0.0177 17 1 0.0012 2 0.0025 9 0.7240
2 0.1178 2 0.0123 3 0.0154 10  0.8670
3  0.3562 3 0.0600 4 0.0591 11 0.9623
4 0.6801 4 0.1812 5 0.1602 12 1.0000
5 1.0000 5 0.3853 6  0.3293
6 0.6256 7 0.5400
1 0.0113 7 0.8361 8  0.7401
2 0.0821 8 1.0000 9  0.8915
3 0.2728 10 1.0000
4  0.5629
5 0.8611
6  1.0000



